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Abstract
This paper describes with the formulation, implementdtion a d applicalion of time
discontinuous galerkin for solving initial value problem. Galerkin weighted resitlual
methocls using discontinuous approximations are developed, the formulation ofthe methods
is based on high degree of Lagrange Legmdre interpolants in lime. The computer
programs are writlen in C++ based or1 objecl oiented programming. Numeical
simulation of forced vibration syslems are presented illustrating the performance of the
proposed schenes and conlirming the analytical results.

Kqtwords: Time-Discontinuous Galerkin, object oriented progrqmming, forced vihrotion

l. Pendahuluan
Model matematika untuk getaran teredam bempa persamaan differensial biasa yang

mengandung turunan waktu yang lebih dikenal dengan nama persoalan dengan syarat awal.
Pada umumnya penyelesaian numerik untuk persamaan tersebut menggunakan metode beda
hingga dan Runge-Kutta. Pengembangan metode beda hingga untuk orde akurasi lebih dari 2
sukar dilakukan. Pengembangan metode ini secara eksplisit maupun implisit rmtuk berbagai
orde akurasi dapat dilihat pada Ghrist (1998). Sedangkan metode Runge-Kutta susah
dikembangkan untuk orde akurasi lebih dari 5, karena kompleksitasnya meningkat tajam seiring
meningkatnya orde akurasi. Sehingga metode Runge-Kutta dengan orde lebih dari 5 dianggap
tidak efisien.

Metode elemen hingga yang penggunaannya hampir menjangkau semua bidang aplikasi,
relatif jarang mendapat perhatian untuk dikembangkan untuk penyelesaian persoalan dengan
syarat awal karena masih sering dianggap bahwa metode ini hanya untuk permasalahan
struktur/konstruksi. Usaha-usaha untuk mengembangkan metode ini untuk persoalan dengan
syarat awal telah dilakukan oleh Park (1996) dan Bauet (1995). Park menggunakan berbagai
macam polinomial, yaitu: Hermite, Legendre dan Chebyshev sebagai fungsi basis. Park
menerapkan metode elemen hingga unfuk menyelesaikan permasalahan di bidang sistem
kendali. Untuk mendapatkan sistem persamaan aljabar, Park menggunakan prosedur Galerkin.
Sedangkan Brauer menggunakan Discontinuous Galerkin, tetapi fungsi basis yang digunakan
terbatas hanya sampai polinomial biasa orde 3 (kubik).
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Metode Discontinuous galerkin merupakan metode elemen hingga dengan fungsi basis
yang diskontinyu pada sisi-sisi elemen. Kontinyuitas antar elemen dijaga dengan menambahkan
fluks seperti pada metode volume hingga. Metode ini cocok untuk persoalan yang mengandung
diskontinyuitas.

Paper ini dalam perhitungannya menggunakan rnstode Dscontinuous galerkin untuk
disketisasi waktu pada persamaan model getaran paksa, sehingga metode tersebut disebut
Time-Discontinuous Galerkin. Sedangkan fungsi basis yang digrmakan adalah fungsi Lagrange
dengan polinomial Legendre orde tinggi. Integrasi persamaan aljabamya dilakukan dengan
kuadratur Gauss Lobatto.Legendre. Permograman berorientasi objek digunakan untuk
implementasi perhitmgan numerik ke dalam program komputer karena rnempunyai
ekstensibilitas yang tinggi.

2. Formulasi
a. Persamaan Model Sistem Getaran Pakse

Sistem getaran paksa yang ditinjau adalah sistem dengan dua derajat kebebasan seperti
berikut (Meirovitch, 1986) :

Gambar l. Sistem Getaran Paksa

dengrn (k,k,k ) adalah konstanta kekakuan pegas, (m,,mr)adalah massa, (.x,,.rr) adalah
peralihan (displacement), I adalah waktu dan f(r) adalah gaya palsa. persamaan model untuk
sistem di atas adalah:

^, lf * &, + k,)x,,Q) - rc,x,Q) = o

-, \p 
- 4',1i + (t, + t, ):, O = r(r)

Sistem persamaan f,ercamaan di atas agar dapat diselesaikan dangan metode line-
Discontinuous galerkin dhtbah menjadi sistem persarnaan diferensial biasa berorde I dengan
menambahkan variabel keceoatan :

( l )

(2)
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Sehingga persamaan model di atas menjadi:

M i+Kx=F (4)

dengan

0  - l

00
-k2  o

(t, +t,) o il " ljJ
0
0

(!r, + k,)
- tr2

[',t,).l [' o o ol
.=l;:[]l ''=l: I ; :l' '.=

1",0)l  Loo o n,J

b. Metode Time-Discontinuoas galerkin Orde Tinggi
Persamaan (3) diambil sebagai contoh untuk diskretisasi dengan metode Time-

Dkcontinuous galerkin (TDG). Domain waktu dibagi menjadi sejumlah interval/elemen, pada
setiap elemen waktu ini variabel peralihan dan kecepatan diekspansi manggunakan fungsi
Lagrange dengan polinomial Legendre orde tinggi (Sherwin & Kamiadakis' 1999):

J -  , . ,  .

4 =)n,(t lx,) =[ft lx, l

: 
(5)

",=In,(rX',)=[r'I",]

Fungsi Lagrange dengan polinomial Legendre dengan orde-m

h,(*) =

Gambar 2. Fungsi Lagange dengan polinomial Legendre orde4

Setelah proses ekspansi dilakukan selanjutnya adalah integrasi sesuai dengan Galerkin prosedur

dan menambahkan flux untuk menjaga kontinyuitas:

(6)x'-t)L:,(")
m(m +r)r.(x,\x - x,)
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f [r,Il.4! - ', ]a, * ('l" - ";'-')= o
i - - \ r r 1  )

F-'
|t"o lt

=b''' 'rl

f-t o,u-t b-, Qrr il

Gambar 3' Diskretisasi waktu

Koordinat global (l) ditransformasi ke dalam koordinat lokal (6)' setiap elemen o.

dihansformasi ke dalam elemen O, = [- t't].

.  h .E+ t ' - ' + t '  ( 8 )
7

d t  h  d t . -  h , ,
d I = - a c = - a i

d4 2 d4 ;

Sehingga persamaan (3) menjadi :

l1tg1l' +th4il,:hr-\!Ine\'ln(4lb:hE* (e)
\  d e  z - r

ln(q = t)f ln(4=-r[';]= nHs,

RHSr =['fi' o - - oI

Integrasi di atas dilakukan secara numerik dengan kua<lrahn Gauss Legendre-Lobatto.

[';] [";] i"Ll f*'l
l,;l ,__l"r.l -l ' i,l lo I 0orwDl -l-;wl -1-}'"1 -l=l -l
t-tt-tt-lt- l
L'; l  L"; l  L"l l  L o I

W adalah matriks bobot, D adalah matriks tunman dan F" adalah matriks fluks
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L^\8,)
rkfr=)

w=
ah.k.)

D= " - "a1
. 4

m\n+l)---;-

WD +FL 0 -w
L- 1r.w rz,wD + F, 0
2 "

-lr-w 1(t. +t,)w o
1 "

Fu=

I  - - -0

00- - -

- - - -0

0- -00

rfl fnHs'1
i l l=lnHS,ltrzr
tJ l  lRHs. I
;ll Lruts.lrz,WI) + F"

0
- m(m +t)

o-- -a^

i f i * j

i f  i =  j , i +0 ,n  ( l l )

i f i = j =0

i f i = j =n

persamaan yang lain dipecah dalam bentuk disket dangan cara yang sarna sehingga diperoleh

sistem persamaan linier simultan:

W D + F L  0 -w0

3. Pemrograman Berorientasi Objek
Tema=pokok dalam pernrograrian berorientasi objek adalah abstraksi data dan pewarisan

(inherilance) (httpltvector-spale.com/index.html; Lafore, 2002\' Dengan menggunakan

abstraksi data maka suatu modul dalam perangkat lunak dapat rymo{el.ln suatu objek

dalam dunia nyata sedekat mungkin' Modul yang gtny"t"k"i dalam bentuk kelas mempunyal

"iggot" 
V*g't"-pa data dai fungsVmetode' Durgan demikian kelas yang merupakan

t"iitot"'aui objei mempunyai suatu sifat atau keadaan yang dinyatalan. dengan data

ans'sotu dan perilaku yang dinyatakan dengan firngsi anggota' Untuk melindungi anggota data

#":p* i;ilt a"i# ru"'tu kilas, maka liedua anggota tersebut dienkapsulasi, selain sebagai

p"linaung eikapsulasi juga untuk menyembunyikan kompleksitas kelas tersebut dari pihak

i,ra, rcf"i. nengan konsep pewarisan suatu kelas dapat dipeduas dengan cara mewarisi data

maupun metodJdari kelas yang lebih tinggi tingkatannya' Konsep ini mendukung penggunaan

"iur'g 
st"tu kelas (code ,iuri1 yrng tuduh t"pun untuk membangun suatu perangkat lunak

yang baru.
"- " Dul". paper ini 2 buah kelas utama, yaitu: Mariks dan Gllbasis dibuat untuk me-

l"k"k""--;;;r;d;;an numerik. Kelas Mabiks disusun dari vector standard remplae

ilir"i brrl iertipe double dan berguna untuk melakukan operasi matriks berikut

oenvelesaiannya. Penggunaan STL ini disebabkan karena STL mernpunyai kualitas - 
yang

;;;";bilG iil.""?tttil." dibuat dengan menggunal-<an pointer vang t:lltl-t-:tjh"91l

keialahan. Seaangtan Obyek Gl-I.basis berguna unhrk p€rhihrngan tungsl basls oan
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menyediakan vektof koordinat lokal, bobot dan matriks turunan untuk berbagai order. Gambar 4

menimjukkan diagram kelas UML dsri perangkat lunak yang dibuat, lengkap dengan

data dan metode yang ada. Gambar 5 menunjukkan urutan proses yang terjadi pada perangkat

lunak.

Gambar 4. Diagram Kelas Gambar 5. Diagram Aktifitas

4. Hasil dan Pembrhasrn
Simulasi getaran paksa dilakukan dorgan nilai i kt=k2 =ft, =ft =lQaftg ,

nt =lkg, mz:2!*gdan F = ltu(r)N, a(l) adalah fungsi unit step. Waktu simulasi mulai dari

0 sampai I dengan langkah waktu i=0.005. Jawaban eksak dari simulasi ini adalah
(Meirovitch, 1986):

', r,) = f [a, [r - "".(, FJ,). o [' - ""'[- f*),)J (13)

wl = O-79622521701813, w2 = 1.53818900132085

dl = 0.455341801 26148, d 2 = - 0.12200846792815

Gambar 6 menunjukkan amplitudo pemlihan x,, dari gambar tersebut dapat dilihat

bahwa metode TDG orrle-l memprmyai gall (enor) paling besar. Jika orde dinaikkan maka

galat langsung turun drastis, sehinsga kurva untuk jawabab eksak dan TDG orde-2 berhimpit

108
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rapat sukar untuk dibedakan. Gambar 8 menunjukkan juga bahwa semakin tinggi orde TDG
maka semakin kecil galat yang ada. Sedangkan gambar 7 menunjukkan bahwa kenaikan 1
tingkat orde TDG maka akurasi meningkat sebesar 1.91. Gambar 9 dan l0 menunjukkan
pengaruh langkah waktu terhadap perhitungan, gambar 9 menunjukkan bahwa semakin
besar langkah waktu yang digunakan maka galat perhitungan iku meningkat. Meskipun
demikian perhitungan numeruk tetap stabil, hal ini memang te4adi pada skema implisit
termasuk metode TDG.
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Gambar 6. Peralihan x, vs. Waktu
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bI

i  - t0

-12
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Gambar 7. Orde Akurasi pada time = 0.115 s
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Gambar 9. Hubrmgan langkah waktu (ft) dengan ahrasi parda time =1.0 dain orde-2
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Gurrbrr 8. Enor vs. Wakh-r
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Gambar 10. Perbandingan TDG orde-2 & h=0.04 dengan Jawaban Eksak

Kesimpulan
Kesimpulan yang dapat ditarik dari paper ini adalah :

Sistem getaran Paksa dapat disimulasikan dengan baik
Metode Time Discontinuous Galerkin tntuk kasus simulasi getaran paksa pada paper ini
mempunyai akurasi eksponensial dengan slope: 1.91.
Pemmgraman berorientasi objek dapat diterapkan dengan baik dan mempermudah
penyusunan perangkat lunak simulasi.
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