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Abstrak

Paper ini membahas pengembangan metode numerik Time-Discontinuous Galerkin orde tinggi
berbasis  pemrograman berovientasi objek wntuk  simulasi  sistem  getaran paksa.  Time-
Discontinuous Galerkin  yang merupakan salah satu jenis metode elemen hingga relatif masih
Jarang digunakan untuk penvelesaian persoalan dengan svarat awal dibanding metode beda hingga
dan Ringe-Kutta. Penggunaan fungsi Lagrange dengan polinomial Legendre orde tinggi sebagai
Sungsi basis memungkinkan orde akurasi lebih dari 4 dapat dicapai tanpa menambah kompleksitas
komputasi yang fajam. Dua buah kelas wtama, yaitu: Matriks dan GLLbasis dibuat uniuk
melakukan perhitungan numerik. Kelas Matriks disusun dari vector STL berguna wuniuk
menghandle operasi matriks berikut penyelesaiannya. Sedangkan Obyek GLLbasis berguna untuk
perhitungan fungsi basis dan menyediakan vektor koordinat simpul, bobot dan matriks turunan
untuk berbagai order. Perbandingan dengan jawaban eksak menunjukkan bahwa metode metode
Time-Discontinuous Galerkin mempunyai akurasi tinggi.

Kata kunci: Time-Discontinwous Galerkin, getaran paksa

1. Pendahuluan

Model matematika untuk getaran teredam berupa persamaan differensial biasa yang
mengandung turunan waktu yang lebih dikenal dengan nama persoalan dengan syarat awal. Pada
umumnya penyelesaian numerik untuk persamaan tersebut menggunakan metode beda hingga dan
Runge-Kutta. Pengembangan metode beda hingga untuk orde akurasi lebih dari 2 sukar dilakukan.
Pengembangan metode ini secara eksplisit maupun implisit untuk berbagai orde akurasi dapat dilihat
pada Ghrist (1998). Sedangkan metode Runge-Kutta susah dikembangkan untuk orde akurasi lebih
dari 5, karena kompleksitasnya meningkat tajam seiring meningkatnya orde akurasi. Sehingga metode
Runge-Kutta dengan orde lebih dari 5 dianggap tidak efisien.

Metode elemen hingga yang penggunaannya hampir menjangkau semua bidang aplikasi,
relatif jarang mendapat perhatian untuk dikembangkan untuk penyelesaian persoalan dengan syarat
awal karena masih sering dianggap bahwa metode ini hanya untuk permasalahan struktur/konstruksi.
Usaha-usaha untuk mengembangkan metode ini untuk persoalan dengan syarat awal telah dilakukan
oleh Park (1996) dan Bauer (1995). Park menggunakan berbagai macam polinomial, yaitu: Hermite,
Legendre dan Chebyshev sebagai fungsi basis. Park menerapkan metode elemen hingga untuk
menyelesaikan permasalahan di bidang sistem kendali. Untuk mendapatkan sistem persamaan aljabar,
Park menggunakan prosedur Galerkin. Sedangkan Brauer menggunakan Discontinuous Galerkin. tetapi
fungsi basis yang digunakan terbatas hanya sampai polinomial biasa orde 3 (kubik).

Metode Discontinuous Galerkin merupakan metode elemen hingga dengan fungsi basis yang
diskontinyu pada sisi-sisi elemen. Kontinyuitas antar elemen dijaga dengan menambahkan fluks seperti
pada metode volume hingga. Metode ini cocok untuk persoalan yang mengandung diskontinyuitas.

Paper ini dalam perhitungannya menggunakan metode Discontinuous Galerkin untuk
diskretisasi waktu pada persamaan model getaran paksa, sehingga metode tersebut disebut Time-
Discontinuous Galerkin. Sedangkan fungsi basis yang digunakan adalah fungsi Lagrange dengan
polinomial Legendre orde tinggi. Integrasi persamaan aljabarnya dilakukan dengan kuadratur Gauss
Lobatto-Legendre. Pemrograman berorientasi objek digunakan untuk implementasi perhitungan
numerik ke dalam program komputer karena mempunyai ekstensibilitas yang tinggi.




2. Formulasi
2a.  Persamaan Model Sistem Getaran Paksa

Sistem getaran paksa yang ditinjau adalah sistem dengan dua derajat kebebasan seperti berikut
(Meirovitch, 1986) :
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Gambar 1. Sistem Getaran Paksa

dengan (k1 ,f(z,k_‘) adalah konstanta kekakuan pegas, (ml ,mz)ada]ah massa, (xl ,.\:2) adalah
peralihan (displacement), 1 adalah waktu dan F' (1) adalah gaya paksa. Persamaan model untuk sistem
di atas adalah:

ﬂ'r‘du%‘z(‘[)+(kI +h, )x, (£) - kyx,(t) = 0 (1a)
2
%ﬂf‘) e )+ (e, 4K ) ()= F () @)

Sistem persamaan persamaan di atas agar dapat diselesaikan dengan metode Time-Discontinuous
Galerkin diubah menjadi sistem persamaan diferensial biasa berorde 1 dengan menambahkan variabel
kecepatan :
dx, (1)
dt

=y, (;) dan d%p =v, (,r) 3)

Sehingga persamaan model di atas menjadi:

Mx+Kx=F )
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2b.  Metode Time-Discontinuous Galerkin Orde Tinggi

Persamaan (3) diambil sebagai contoh untuk diskretisasi dengan metode Time-Discontinuous Galerkin
(TDG). Domain waktu dibagi menjadi sejumlah interval/elemen, pada setiap elemen waktu ini variabel peralihan
dan kecepatan diekspansi menggunakan fungsi Lagrange dengan polinomial Legendre orde tinggi (Sherwin &
Kamiadakis, 1999):
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Fungsi Lagrange dengan polinomial Legendre dengan orde-m
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Gambar 2. Fungsi Lagrange dengan polinomial Legendre orde-4

Setelah proses ekspansi dilakukan selanjutnya adalah integrasi sesuai dengan Galerkin prosedur dan
menambahkan flux untuk menjaga kontinyuitas:

[} (%— )dr+(x::,—x::;')=o @
Q

—f
I WA
Y | Yo no tm
‘n -2 QH - | tn—l Qn tﬂ

Gambar 3. Diskretisasi waktu

Koordinat global (.f) ditransformasi ke dalam koordinat lokal (.f}, setiap elemen Q =l.f " "I

ditransformasi ke dalam elemen Q = [— l,l].

hE +1"" 1"
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Sehingga persamaan (3) menjadi :
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Persamaan yang lain dipecah dalam bentuk diskret dengan cara yang sama sehingga diperoleh sistem persamaan
linier simultan:
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3. Pemrograman Berorientasi Objek

Tema pokok dalam pemrograman berorientasi objek adalah abstraksi data dan pewarisan (inheritance)
(http://vector-space.com/index.html; Lafore, 2002). Dengan menggunakan abstraksi data maka suatu modul
dalam perangkat lunak dapat memodelkan suatu objek dalam dunia nyata sedekat mungkin. Modul vang
dinyatakan dalam bentuk kelas mempunyai anggota yang berupa data dan fungsi/metode. Dengan demikian
kelas vang merupakan template dari objek mempunyai suatu sifat atau keadaan yang dinyatakan dengan data
anggota dan perilaku yang dinyatakan dengan fungsi anggota. Untuk melindungi anggota data maupun fungsi
dalam suatu kelas, maka kedua anggota tersebut dienkapsulasi, selain sebagai pelindung enkapsulasi juga untuk
menyembunyikan kompleksitas kelas tersebut dari pihak luar kelas. Dengan konsep pewarisan suatu kelas dapat
diperluas dengan cara mewarisi data maupun metode dari kelas yang lebih tinggi tingkatannya. Konsep ini
mendukung penggunaan ulang suatu kelas (code reuse) vang sudah mapan untuk membangun suatu perangkat
lunak yang baru.

Dalam paper ini 2 buah kelas utama, vaitu: Matriks dan GLLbasis dibuat untuk melakukan perhitungan
numerik. Kelas Matriks disusun dari vector Standard Templete Library (STL) bertipe double dan berguna untuk
melakukan operasi matriks berikut penyelesaiannya. Penggunaan STL ini disebabkan karena STL mempunyai
kualitas yang bagus dibanding jika matriks dibuat dengan menggunakan pointer yang rentan terhadap kesalahan.
Sedangkan Obyek GLLbasis berguna untuk perhitungan fungsi basis dan menyediakan vektor koordinat lokal,
bobot dan matriks turunan untuk berbagai order. Gambar 3 menunjukkan diagram kelas UML dari perangkat
lunak yang dibuat, lengkap dengan data dan metode yang ada.

Matriks GLLbasis
-rows : int -vn : Vektor
-cols : int -wt : Vektor
+Matriks() -dm : Matriks Masukkan orde
+Matriks() [+GLLbasis()
+baris() : int [+~GLLbasis() [time <= time_max]
[+kalom() : int +set_order() : void -
+setbaris() : void [+node() - void
+setkelom() : void +weight() : void

+resize() - void

+operator(){) : Vektor

+clear() : void

+operater=() : Matriks
+operater=() : Matriks
+operator( Matriks)() - Matriks
+operator+(Matriks)) : Matriks
[+ perator-{Matriks)() - Matriks
+Operator | (Matriks)() : Matriks|
+Operator | (double)() | Matriks
[+operator-{) : Matriks
+operator() : Vektor
+operator(} : Matriks
[+operator+() : Matriks
+operatord() © Vektor

+get_weight() : Vektor|
+get_coord() : Vekter
+get_dm() : Matriks
-clear() - void

-valepo() : void

‘Vektor

1 -End1

Gambar 3. Diagram Kelas

4. Hasil dan Pembahasan

Simulasi

getaran

paksa  dilakukan

set vekior RHS
update initial values

Cetak hasi

Gambar 4. Diagram Aktifitas

dengan  nilai

ke, =k, =k, =k =900 kg .

ml=1kg, m, =2kg dan F =10u(f)N, H(f) adalah fungsi unit step. Waktu simulasi mulai dari 0
sampai 1 dengan langkah waktu A =0.005. Jawaban eksak dari simulasi ini adalah (Meirovitch, 1986):

xl(t)=% d, l—co{w,gt +d,| 1-co w2\[§r

(13)




wl = 079622521 701813 . w2 =1.53818900 132085
dl= 045534180 126148 . d2=-0.12200846 792815

Gambar 5 menunjukkan amplitudo peralihan X, dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa metode TDG

orde-1 mempunyai galat (error) paling besar. Jika orde dinaikkan maka galat langsung turun drastis, sehingga
kurva untuk jawabab eksak dan TDG orde-2 berhimpit rapat sukar untuk dibedakan. Gambar 7 menunjukkan
juga bahwa semakin tinggi orde TDG maka semakin kecil galat vang ada. Sedangkan gambar 6 menunjukkan
bahwa kenaikan 1 tingkat orde TDG maka akurasi meningkat sebesar 1.91. Gambar 8 dan 9 menunjukkan
pengaruh langkah waktu terhadap perhitungan, gambar 8 menunjukkan bahwa semakin besar langkah waktu
yang digunakan maka galat perhitungan iku meningkat. Meskipun demikian perhitungan numeruk tetap stabil,
hal ini memang terjadi pada skema implisit termasuk metode TDG.
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Gambar 5. Peralihan x, vs. Waktu
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Gambar 6. Orde Akurasi pada time =0.115 s
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Gambar 7. Error vs. Waktu
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Gambar 8. Hubungan langkah waktu (%) dengan akurasi pada time =1.0 dan orde-2
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5, Kesimpulan
Kesimpulan yang dapat ditarik dari paper ini adalah :
a.  Sistem getaran Paksa dapat disimulasikan dengan baik
b. Metode Time Discontinuous Galerkin untuk kasus simulasi getaran paksa pada paper ini
mempunyai akurasi eksponensial dengan slope: 1.91.
¢. Pemrograman berorientasi objek dapat diterapkan dengan baik dan mempermudah
penyusunan perangkat lunak simulasi.
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