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Abstruct
This paper presents the study of acoustic wave propagations in filo dimensional domainswith 

.unstructured nodar high-order Discontinuous Galerkin (DG) nethod. The DG netlndemploys triangular erements and uses piecewise high-lorder Koornwinder Dulbliierpolynomials for spatiar discretizarion and iow storage fiurth order Runge Kuttq /or rait;;eintegratians. Fluxes are ,:l:rl!! by."sng- upiinl ltuxes. After d-enon"t iting theexponential convergence of the DG method, the acoustic wave propagatens in complexdomains qre studied.

Keywords : Acoustic wave propagation, discontinuous Garerkin, triangurar erements.

l. Pendahuluan
Gelombang akustik merupakan gelombang mekanik yang merambat daram media fluidagas maupun cair. Studi gelombang akustik sudah dikenal manuiia sejak jaman;"rt;,;;;;;;

menciptakan alat musik untuk menghasilkan gelombang akustik yang .a"h 
",rt"r. 

aii*g".Bangsa Yunani dan Romawi mempelajari gelombang aku-stik untuk'meian"ung t"ngunun i""i"i.Pada, masa sekarang, studi gelombing ikustik d]lakukan dengan cara eksperimental dansimulasi numerik dengan komputer.

.Studi gelombang akustik dengan metode numerik intensif dikembangkan karena metodein-i relatif murah dibanding -"19d". 
"I"p."liTen 

dan hasilnya dekat dengaln h"ril 
"k.p;.i;;;.Metode. numerik yang umum dipakai adalah metode beda hingga (Sch1neitl", urd h;;il;1998) dan wavelet (pranowo,2002; pranowo dan Soesianto, zooa;.' neaua ."toa. t"rrJuiterbatas untuk domain berbentuk kotak, sehingga untuk domain berbentuk r.".fr"rc-i..J*metode tersebut tidak dapat digunakan. Metode elemen hingga cocok untut m"ngitasi aor,raiiyang kompleks, metode ini sering digunakan untuk studi lJto.nuang akustik dalam kawasanfrekuensi (frequency domain). Untuk simulasi daram kawa"san wakti,_ metode 

"d;;il;;mengalami- galat dispersi yang tinggi, sehingga sulit untuk simulasl datam rcntang waktu yangpanJang Metode elemen hingga terus dikembangkan untuk mempcrbaiki t"terou'trun t".seu,risalah satu varians dari metode elemen hinggi yang cocok untuk pemodelan p".un'futungelombang adalah metode Dis continuous Garerkin.'peibedaan utama metode ini dengan metodeelemen hingga konvensional adalah, Discontinuous Galerkin tid"k _"*p;;ui,;;k;;kesinambungan (continuity) nilai variabel 
_ antar elemen pada setiap .lsi ete*en. S"taguikompensasinya' hubungan antar elemen dilakukan dengan perhitungan fluks. Dengan demiki'ankonservasi massa dan momentum terjaga. perhituiguo flrk, 

-tersebut 
_.d;"pri." ;;;i
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Derhitungan fluks rnetodc volume hingga (Hirsch' 1988).yang sudah terbukti handal untuk

i"rhttuniun gelombang kejut pada aliran gas berkecepatan tinggr'

UituL"merringkatkan akurasi, metide Disronrinuous,Galerkin menggunakan polinomial

ortogonal Jacobi 
-orde 

tinggi, termasuk diantaranya polinomial Legendrc dan Chebyshev

in;ril;;r;;w;br*"ilvooz; zooq. Mestr tidak berstruktur dengan elcmen berbenluk

s.giiiga aiputai untuk mcningkatkan fleksibililas Fungsi. Koorwinder Dubincr digunakar

."Eunii funeri basis, fungsi ini merupakan polinomial Jacobi dalarn scgiriga. l'ungsi tcrscbut

dihiting pada simpul Gauss-Lobato-Legendrc dalam segitiga'

2. Formulasi
PersamaanAkustrkyangditul isdalambentuktanpadimcnsiadalahsepcr l iber ikut

(Pranowo,2002):

4* a91* n99 = o
At 6x dY

( l )

/ : waktu tanPa dimenst
x;! : koordinat tanPa dimensi

P :tekanan
a : kecePatan horisontal
v : kecePatan vertikal

Disketisasi ruang dengan Discontinuous
mengalikan persamaan (l) dengan fungsi
(Warburton, 2003):

Galerkin untuk persarnaan di atas dilakukan

basis diteruskan dcngan integlasi per bagian

foo t.l
B=10 0 0l

Ll  001

fol fo ' ol
q=l,l o=lt o ol

lu l  lo o ol

(r,#.o*."#)='
* (r,#). * (6, * rq+.Bn" q)u,, - 

[$ toolo),, - 
[$ tuol o),, = o

(2)

Suku kedua mcnyatakan integrasi fluks pada batas elemen' tanda ("') nrcnyatakan L2 inrer

oroducr dan d adalah fungsi basis

(^#), ,  *(P,, tn,q +rn,q ; ,n-($toolo).,, -[f,t"alo),, = o

190



 

 

srudi Gelombqng Akustik dengan Metode Discontinuous Galerkin orde Tinggi dalem Mesh ridok
Berstruktur
(Pranowo)

Dengan memodifikasi fluks ' q 
l- 

= 4 (9 ,a. )., dan integrasi sekali lagi maka persamaan

di atas meniadi :

(3)(r,* . o* .n$l . fu, *. + nn, [q- q )* = o
\ or ox o! )a

Fungsi basis adalah fungsi Korwinder Dubiner dalam segitiga:

P"'/ adalah polinomial ortogonal Jacobi

('l' "1. ) ("j''i )
(1 , -1 )c1,-1)

Gambar 1. Transformasi Koordinat

Gambar 2. Simpul Gauss Lobatto Quadrature orde-7

Untuk menyelesaikan persamaan 3, maka semua q = (p
fungsi basis di atas, ekspansi tekanan diambil sebagai contoh:

, t  A  - i

p(,.'\=llo,,G.')no
t=0 j=0

(4)

a v)t diekspansikan dengan

(5)

l 9 l
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n = M

p(,,,,',,) -- 2v,',, B'"
n-l

F., =7$'),,,pQ,s j)

*(,,,)= EE*Q,'h 
=D"vr

a0
a,
a0
6s

(6)

(7)

(r,s) D' =

V, matriks Vandermonde, dan N adalah orde polinomial Jacobi

Untuk integrasi persamaan 3 dapat dilakukan secara eksak dan numerik' integrasi luasan

dilakukansecaraeksaksedangkanintegrasikelilingdilakukansecaranumerikdengankuadratur
C""..-i"Urtt" Legendre. tita potinoniiat yang diirtegrasi berorde di bawah atau sama dengan

ir* tti-"t" ttidratur tersebut adalah eksak'

Perhitungan fluks pada suku kedua persamaan 3 menggunakan fluks jenis upwind' ytng

dihitung sePerti berikut:

(8)

D= |{^,.1^,1)

0

0

|(t,*ln,l)
' 

h eigen vector dan eigen value dari rnatriks 4rz'+Bn''
Vektor R dan \lt. y''1.  ̂3 tadata

Syarat batas untuk tekanan dan kecepatan pada dinding keras adalah seperti bcrikut:

P  
- -  

P  . u  = - t t  d a n  Y t  = - v

lntegrasi waktu menggunakan metode l9y syrase,Runse-Kutla versi Carpenter dan

Kennedy (1994). Perhitung"t iti'ti"-p"w"i 5 tingkat f,erhitungan dengan akurasi berode-4'

-"aa. i"i ft*v" memerlukan 2 tingkat penyirnpanan data'

(e)

(6, tn" + v,,lrQ- q )* = (/,RDR-' )(q- q )*

|  ,  ,  . \- t2,  + l / , l l
2"

0

0

t92

#='V''Q)l
( t0 )
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Tahap perhitungan persamaan di atas menggunakan Runge-Kutta di atas adalah:

dq ,=A ,dq ,_ ,+h t \ q , )

9 .7=Q; , r  +B i+dq i

A, dan B,: koefisien Runge-Kutta

(11 )

p(x,y,r)= sss11 ,5m)* cos(lSny)* cos(lo|Jln); 0 < x,y < 2 (t2)

Hasil perbandingan dapat ditihat apada gryb* 3,dari gambar tersebut bahwa galat berkurang
secara eksponen seiring dengan bertambahnya orde baiis. Galat (error) dihituig berdasarkai
rumus:

error =

:
Gambar.4 memperlihatkan mesh yang digunakan. terdiri dari 312 elemen
memperlihatkan distribusi tekanan p ada saat t= 2,2g2.

dan

(13)

gambar 5
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p(x, Y,0) = sa@("*r)' 
*r')

Gambar 5. T ekanatt saat t = 2'282

b. Perambatan GetombalS Akustik dalam Ruang Berbentuk Elirs

Pada bagian ini domain V""g- JiJ"*rt^ berblntuk etips denfan sumbu panjang = l'25

aun ,ulnuu p"id"t = 0,75. Junirah-eleiren yang digunakan adalah:'a64 elemen dengan orde

;;;i; sf;;a"wal untuk t"c"'pJun aaatatr iotian untuk tekanan adalah fungsi Gaussian

dengan puiat terletak pada koordinat fokus ellps ( 1 '0) :

(14)

Dengandemikianperambatangelombangakustikbe.rawaldarifokuskiridansecarateoriakan
merambat ke segala arah dan oipuntt'fti" menuju fokus eftps sebelah kanan' gambar 7a - 7e

memperlihatkan fenomena tersebut:

194

Gambar' 6. Mesh El4rs
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a. Tekanan saat t= 0,005268

c. Tekanan saat t= 0,21072 d. Tekanan saat t- 0,632.t6

e, Tekanan saat t= 1,15896

Gambar 7. Tekanan saat t

c, Diffraksi Gelombang Akustik
Pada bagian ini domain yang digunakan berbentuk kotak dengan ukuran 3 x 3, didalamnya terdapat 2_buah pengharang berbentuk tumpur dan runcing. Jumlah elemen yang

digunakan adalah =5504 elemen dengan orde basis=6. syarat awar untik k"""putun uaurut noidan untuk tekanan adalah fungsi Gaussian dengan pusat t;rletak pada koor.dinat (2, 1,6) :
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/ n\ --lm((,-z)' '(r-r 'ot' )
P\x'  Y 'v )= e

Gelombang iika menabrak penghalang yang mempunyai .ukuran
selombant-nya akan dipantulkan dan pada ujung -pengha.lang
;;iil;;;..,,eau"gLn .iir." penghalang be-rukuran lebih kecil dari

fienghalari! tersebut akan dilewati lgambar 9c - 9d)'

Gambar 8. Mesh dengan 2 Penghalang

a. Tekanan saat t= 0,001146

(14)

lebih besar dari Panjang
tersebut terjadi diffraksi
panjang gelombang maka

c. Tekanan saat t= 0,091648
b. Tekanan saat t= 0,045824
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Gambar 9, Tekanan saat t
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d. Tekanan saat t= 0,11456 e. Teknnan saat t= 0,i60384

Gambar 9 (lanjutan). Tekanan saat t

4. Kesimpulan
Kesimpulan yang dapat ditarik dari paper ini adalah:

a. Metode Discontinuous Galerkin dapat dipakai untuk domain yang befbentuk kompleks.
b. Akurasi metode Discontinuous Galerkin adalah eksponensial
c. Fenomena perambatan gelombang akustik seperti pantulan dan diffraksi dapat dimodelkan

dengan baik.
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