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Abstract

This paper presents the study of acoustic wave propagations in twe dimensional domains
with unstructured nodal high-order Discontinwous Galerkin (DG) method The DG
method employs (riangular elements and uses piecewise high-order Koornwinder
Dubiner polynomials for spatial discretization and low storage fourth order Runge Kutta
Sfor time integrations. Fluxes are calculated by using upwind fluxes. After demonstrating
the exponential convergence of the DG method, the acoustic wave propagations in
complex domains are studied.

Keywords: Acoustic wave propagation, discontinuous Galerkin, triangular elements.

1. Pendahuluan

Gelombang akustik merupakan gelombang mekanik yvang merambat dalam media fluida
gas maupun cair. Studi gelombang akustik sudah dikenal manusia sejak jaman purba, manusia
menciptakan alat musik untuk menghasilkan gelombang akustik vang indah untuk didengar.
Bangsa Yunani dan Romawi mempelajari gelombang akustik untuk merancang bangunan teater.
Pada masa sekarang, studi gelombang akustik dilakukan dengan cara eksperimental dan
simulasi numerik dengan komputer.

Studi gelombang akustik dengan metode numerik intensif dikembangkan karena metode
ini relatif murah dibanding metode ekeperimen dan hasilnya dekat dengan hasil eksperimen.
Metode numerik yvang umum dipakai adalah metode beda hingga (Scheneider and Ramabhi,
1998) dan wavelet (Pranowo, 2002; Pranowo dan Soesianto, 2004). Kedua metode tersebut
terbatas untuk domain berbentuk kotak, sehingga untuk domain berbentuk kompleks kedua
metode tersebut tidak dapat digunakan. Metode elemen hingga cocok untuk mengatasi domain
vang kompleks, metode ini sering digunakan untuk studi gelombang akustik dalam kawasan
frekuensi (frequency domain). Untuk simulasi dalam kawasan waktu, metode elemen hingga
mengalami galat dispersi yang tinggi, sehingga sulit untuk simulasi dalam rentang waktu yang
panjang. Metode elemen hingga terus dikembangkan untuk memperbaiki kelemahan tersebut,
salah satu varians dari metode elemen hingga vang cocok untuk pemodelan perambatan
gelombang adalah metode Discontinuous Galerkin. Perbedaan utama metode ini dengan metode
elemen hingga Kkonvensional adalah, Discontinuous Galerkin tidak mempertahankan
kesinambungan (comtinuity) nilai variabel antar elemen pada setiap sisi elemen. Sebagai
kompensasinya, hubungan antar elemen dilakukan dengan perhitungan fluks. Dengan demikian
konservasi massa dan momentum terjaga. Perhitungan fluks tersebut mengadopsi dari
perhitungan fluks metode volume hingga (Hirsch, 1988) yang sudah terbukti handal untuk
perhitungan gelombang kejut pada aliran gas berkecepatan tinggi.
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Untuk meningkatkan akurasi, metode Discontinuons Galerkin menggunakan polinomial
ortogonal  Jacobi orde tinggi, termasuk diantaranya polinomial Legendre dan Chebyshev
(Hesthaven and Warburton, 2002; 2004). Mesh tidak berstruktur dengan elemen berbentuk
segitiga dipakai untuk meningkatkan fleksibilitas. Fungsi Koorwinder Dubiner digunakan
sebagai fungsi basis, fungsi im merupakan polinomial Jacobi dalam segitiga. Fungsi tersebut
dihitung pada simpul Gauss-Lobato-Legendre dalam segitiga.

2. Formulasi
Persamaan Akustik yang ditulis dalam bentuk tanpa dimensi adalah seperti berikut
(Pranowo, 2002):

%99, 29,89 1)
a ox oy
P 01 0 0 0 1
q=|u A=|1 0 0 B=|0 0 O
% 00 0 1 00
t - waktu tanpa dimensi
x,y  :koordinat tanpa dimensi
P : tekanan
u : kecepatan horisontal
v - kecepatan vertikal

Diskretisasi ruang dengan Discontinuous Galerkin untuk persamaan di atas dilakukan
mengalikan persamaan (1) dengan fungsi basis diteruskan dengan integrasi per bagian
(Warburton, 2003):

—(%(Bsb),q) g
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2q _(2
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Suku kedua menyatakan integrasi fluks pada batas elemen, tanda (.,.) menyatakan I’ inner
product dan ¢ adalah fungsi basis

(é,%l! +(#,An,q +Bn,q7) —(%(Aqé),q]m —(%(Bé)»qll =0

Dengan memodifikasi fluks : q""“ :('i'(q' ,q+1 dan integrasi sekali lagi maka persamaan

i8]

di atas menjadi :
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Fungsi basis adalah fungsi Korwinder Dubiner dalam segitiga:

¢‘}_(|I‘,S) =J21;IJ21+ij+2Ru.U[2(El_+;;) _IJI{)JEI=+I.U(S) )

P*" adalah polinomial ortogonal Jacobi
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Gambar 1. Transformasi Koordinat

Gambar 2. Simpul Gauss Lobatto Quadrature orde-7

Untuk menyelesaikan persamaan 3, maka semua q = [p u v)?' diekspansikan dengan

fungsi basis di atas, ekspansi tekanan diambil sebagai contoh:

N=i

plrys)=23 6,5, 3)

2
i=0 j=0
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V,.J. matriks Vandermonde, dan N adalah orde polinomial Jacobi
Untuk integrasi persamaan 3 dapat dilakukan secara eksak dan numerik, integrasi luasan
dilakukan secara eksak sedangkan integrasi keliling dilakukan secara numerik dengan kuadratur
Gauss Lobatto Legendre. Jika polinomial yang diintegrasi berorde di bawah atau sama dengan
(2N - 1)) maka kuadratur tersebut adalah cksak.
Perhitungan fluks pada suku kedua persamaan 3 menggunakan fluks jenis upwind. yang
dihitung seperti berikut:

(6,An. +Bn, Ya-q )., = (0.RDR "Na-q ), ®)
%(,1[+;.,|) 0 0
- 0 2Gea) o
0 0 %(;,_1 +[4))

Vektor R dan (ll y Az g Aoy ]adalah eigen vector dan eigen value dari matriks An, + Bn, .

Syarat batas untuk tekanan dan kecepatan pada dinding keras adalah seperti berikut:
pr=p.u’=—u danv’ =—-v" )]
Integrasi waktu menggunakan metode low storage Runge-Kutta versi Carpenter dan
Kennedy (1994). Perhitungan ini mempunyai 5 tingkat perhitungan dengan akurasi berode-4,

metode ini hanya memerlukan 2 tingkat penyimpanan data.

dq
A _ g, 10
7 [‘ (I(‘)] (10)

Tahap perhitungan persamaan di atas menggunakan Runge-Kutta di atas adalah:
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dq, = Adq,, +hLg,) an
q,=q,,+B,+dq,

A;dan B;: koefisien Runge-Kutta

3. Hasil dan Pembahasan
Metode Discontinuous Galerkin yang dijabarkan di atas diimplementasikan ke dalam

program komputer menggunakan software modifikasi dari software USEME versi Matlab dari
Brown University.

a. Perbandingan dengan jawaban eksak

Untuk mengevaluasi akurasi metode Discontinuous Galerkin, hasil perhitungan numerik
dibandingkan dengan jawaban eksak:

p(x,y,t] = cos(1,57x) * cos(1.5my) * cos(l,Sﬁm) s 0€x,v<2  (12)

Hasil perbandingan dapat dilihat apada gambar 3, dari gambar tersebut bahwa galat berkurang

secara eksponen seiring dengan bertambahnya orde basis. Galat (error) dihitung berdasarkan
rumus:

error = max|p, .k ~ Peksak (13)

Gambar 4 memperlihatkan mesh yang digunakan terdiri dari 312 elemen dan gambar 3
memperlihatkan distribusi tekanan pada saat 1= 2,282

Logyg (error)

0 z 4 6 F] 10
Orde Basis

Gambar 3. Orde Basis vs. Galat
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Gambar 5. Tekanan saat t = 2,282

b. Perambatan Gelombang Akustik dalam Ruang Berbentuk Elips

Pada bagian ini domain vang digunakan berbentuk e/ips dengan sumbu panjang = 1,25
dan sumbu pendek = 0.75. Jumlah elemen yang digunakan adalah : 2464 elemen dengan orde
basis=6. Svarat awal untuk kecepatan adalah nol dan untuk tekanan adalah fungsi Gaussian
dengan pusat terletak pada koordinat fokus elips (-1,0) :

p(x’y’o) = e—.'il]U(t.\Hl}z +J.:} (14)

Dengan demikian perambatan gelombang akustik berawal dari fokus kiri dan secara teori akan
merambat ke segala arah dan dipantulkan menuju fokus elips sebelah kanan, gambar 7a — 7e
memperlihatkan fenomena tersebut:

Gambar 6. Mesh Elips
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Gambar 7. Tekanan saat t

c. Diffraksi Gelombang Akustik

Pada bagian 1m domain yang digunakan berbentuk kotak dengan ukuran 3 x 3. di
dalamnya terdapat 2 buah penghalang berbentuk tumpul dan runcing. Jumlah elemen yang
digunakan adalah =5504 elemen dengan orde basis=6. Syarat awal untuk kecepatan adalah nol
dan untuk tekanan adalah fungsi Gaussian dengan pusat terletak pada koordinat (2, 1,6) :
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plo,y,0) = em0ls=2F olr-167) (14)

Gelombang jika menabrak penghalang yang mempunyai ukuran lebih besar dari panjang
gelombangnya akan dipantulkan dan pada ujung penghalang tersebut terjadi diffraksi
gelombang, sedangkan jika penghalang berukuran lebih kecil dari panjang gelombang maka
penghalang tersebut akan dilewati (gambar 9¢ — 9d).
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Gambar 8. Mesh dengan 2 penghalang

Manen

a. Tekanan saat t=0.,001146
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b. Tekanan saat t= 0,045824 ¢. Tekanan saat t= 0,091648

Gambar 9. Tekanan saat t
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d. Tekanan saat t=(0,11456 e. Tekanan saat t= 0,160384

Gambar 9 (lanjutan). Tekanan saat t

4. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat ditarik dari paper ini adalah:

Metode Discontinuous Galerkin dapat dipakai untuk domain yang berbentuk kompleks.

Akurasi metode Discontinuous Galerkin adalah eksponensial

c¢.  Fenomena perambatan gelombang akustik seperti pantulan dan diffraksi dapat
dimodelkan dengan baik.

e
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