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ABSTRAK

Metode Beda Hingga Kompak Orde Tinggi untuk Diskretisasi
Metode Lattice Boltzmann

Dewasa ini peran metode komputasi yang disebut Computational Fluid Dynamic
(CFD) di hidang rekayasa semakin  berkembang, CFD  konvensional
menggunakan persamaan Navier Siokes sebagai persamaan model untuk tluida
dengan variabel makroskopis seperti kecepatan tekanan sebagai variabel yang
dihitung, persamaan ini bersifat nonlincar dan kompleks sehingga relatif susah
untuk dipecahkan. Alternatif lain adalah menggunakan metode Lattice
Boltzmann (LB) sebagai alat komputasi untuk simulasi dinamika fluida. Metode
ini berbasis pada persamaan kinetik yang diturunkan dari Teori Kinetik Gas
Boltzmann yang mempunyai suku adveksi linear dan suku tumbukan (collision)
yang bersifat nonlinear. Persamaan kinetik dari metode LB lebih sederhana
dibanding dengan persamaan Navier Stokes, oleh karena itu metode LB sekarang
juga banyak dikembangkan sebagai bagian dari CFD. Upaya peningkatan
akurasi diskretisasi metode LB terus dilakukan, penelitian ini mengusulkan
penggunaan diskretisasi ruang metode LB menggunakan skema beda hingga
kompak orde tinggi dan penggunaan skema eksplisit Runge-Kulta orde-4.
Analisis dispersi dan kestabilan dilakukan untuk mempelajari properti skema
beda hingga kompak orde tinggi untuk suku konveksi. Berdasarkan dari kedua
analisis tersebut dan pengujian dengan memecahkan permasalahan Taylor Green
Vortex dapat disimpulkan bahwa: 1) skema Runge-Kutta orde-4 dapat
meningkatkan kestabilan perhitungan numerik, tetapi stabilitas ini mcnurun
seiring dengan meningkatnya orde skema beda hingga, 2) kenaikan orde akurasi
perhitungan numerik seiring dengan kenaikan orde skema beda hingga

Kata Kunci: Beda Hingga, orde tinggi, Lattice Boltzmann

UNIVERSITAS ATMA JAYA YOGTASLAKTA
FAXULTAS TEXKNOLOGI WDUSTRI
Program Stud Tedaik Industri
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Bab | Pendahuluan

1.1. Latar Belakang

Dewasa ini peran metode komputasi yang disebut Computational Fluid Dynamic
(CFD) di bidang rekayasa semakin menguat. Di bidang Aero-acosutics,
persamaan ini digunakan untuk memodelkan kebisingan (noise) yang diakibatkan
mesin pesawat terbang. Di bidang Arsitektur, CFD digunakan untuk
memodelkan aliran udara dalam ruangan yang berhubungan erat dengan masalah
kenyamanan tempat tinggal. Sedangkan dibidang Teknik Mesin persamaan ini
digunakan untuk rancang bangun piranti yang berhubungan dengan fluida seperti
pompa, kompressor dan alat penukar panas. Karena CFD banyak memainkan
peranan yang penting di bidang rekayasa, upaya pengembangan metode ini terus
dikembangkan. CFD konvensional menggunakan persamaan Navier Stokes
sebagai persamaan model untuk fluida dengan variabel makroskopis seperti
kecepatan tekanan sebagai variabel yang dihitung, persamaan ini bersifat
nonlinear dan kompleks sehingga relatif susah untuk dipecahkan. Alternatif lain
adalah menggunakan metode Lattice Boltzmann (LLB) sebagai alat komputasi
untuk simulasi dinamika fluida. Metode ini berbasis pada persamaan Kinetik
yang diturunkan dari Teori Kinetik Gas Boltzmann yang mempunyai suku
“adveksi linear dan suku tumbukan (collision) yang bersifat nonlinear (Mei and
Shyy, 1999). Persamaan kinetik dari metode LB lebih sederhana dibanding
dengan persamaan Navier Stokes, oleh karena itu metode LB sekarang juga

banyak dikembangkan sebagai bagian dari CFD.

1.2. Perumusan Masalah

Metode LB menggunakan mesh yang seragam dan berbentuk bujur sangkar
untuk kasus 2-dimensi dan kubus untuk kasus 3-dimensi. Dengan bentuk mesh
tersebut suku adveksi dapat dihitung secara Lagrangian menggunakan mesh

sehingga hasilnya eksak dan suku tumbukan dihitung dengan pendekatan BGK



(Bhatnagar, Gross and Krook). Karena menggunakan mesh seperti itu maka
metode LB dianggap kurang fleksibel untuk pemecahan kasus di dunia nyata.
Untuk itu usaha perbaikan agar metode LB dapat menggunakan mesh yang tidak
seragam terus dikembangkan. Metode-metode yang diusulkan adalah berbasis
metode Eulerian, yaitu: metode Beda Hingga (Mei and Shyy, 1999; Shi, Zhao
and Guo, 2003), Volume Hingga (Peng dkk, 1999; Ubertini and Succi, 2006;
Patil dan Lakshmish, 2009) dan metode Elemen Hingga (L.ee and Lin, 2001;
2003). Karena termasuk metode Eulerian dan menggunakan diskretisasi berorde
rendah maka metode-metode tersebut mempunyai galat dispersi yang cukup
tinggi. Oleh karena itu, penelitian ini mengusulkan pengembangan diskretisasi
metode Beda Hingga kompak orde tinggi (Svard and Jan Nordstrom, 2008;
Laizet and Lamballais, 2009; Shah dkk, 2010) untuk diskretisasi suku adveksi

metode lattice Boltzmann.

I.3. Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah mengupayakan peningkatan akurasi dengan
menggunakan skema beda hingga kompak orde tinggi pada suku adveksi metode

Lattice Boltzmann.
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II.1. Persamaan Model
Persamaan model adalah persamaan Boltzmann dengan pendekatan suku

tumbukan BGK (Guo and Zhao, 2003):

PR (7 /) (IL1)
ot T

Variabel ¢ adalah faktor relaksasi, f, adalah fungsi distribusi, £ adalah

i

fungsi distribusi dalam keadaan seimbang, i =0,1,...,8, dan e, adalah kecepatan

diskret yang mempunyai nilai (Gambar II.1):

(O’O) L] l = O
e, =1 (cosd,sin0) .6, :(i—l)—},z‘ =1,23,4 (1.2)

V2(cos@,,sin8,) 6, =(i- 1)%, i=5678
$

Gr—e 2

¥

: : , eu (euf |u
p=Df s pu, = fe,s [ =0 -+ - (I1.3)
i=0 =0 :

p adalah densitas, u ; kecepatan makroskopis, o, adalah koefisien bobot dan
c, :1/\/3 , hubungan antara faktor relaksasi dan viskositas dinamis:

2
- S)E— .
3 At



Gambar II.1 Kecepatan Diskret dalam model Lattice Boltzmann D2Q9

II.2. Skema Beda Hingga Kompak Orde Tinggi

Penggunaan orde-2 untuk diskritisasi ruang pada suku adveksi persaman (II.1)
menyebabkan akurasinya berkurang untuk menganalisis fungsi yang tidak
smooth. Untuk itu skema berorde tinggi digunakan, skema beda hingga orde 4
konvensional melibatkan grid/titik perhitungan (stencil) yang panjang sehingga
menyebabkan kesulitan pada syarat batas. Untuk itu skema beda hingga kompak
orde tinggi diusulkan untuk digunakan, skema ini pada dasarnya adalah skema
Pade (Hirsch, 1988). Skema beda hingga orde 4 kompak pada untuk turunan

pertama (%) yang hanya melibatkan 3 titik perhitungan (Gambar I1.2) adalah
seperti berikut (Ghrist, 2000):

Turunan pertama (%) di atas tidak bisa langsung diketahui nilainya di setiap
grid, untuk mengetahuinya harus menyelesaikan sistem persamaan linear

o

tridiagonal yang terbentuk dari persamaan (II.4). Turunan pertama [-—]

dihitung dengan cara yang sama:

ofy 20| L) _Jum—Sin (IL.5)
619y ij+l 3\ ij 6\ i1 24y .



Peningkatan orde lebih dari 4 pada skema Beda Hingga kompak akan dapat
menekan galat numerik dengan cepat, tetapi stencil yang digunakan semakin
panjang sehingga penambahan orde menyebabkan kesulitan pada kondisi batas,
Contoh skema Beda Hingga kompak orde-6 dan 8 dapat dilihat pada rumus
berikut:

l(zj +E(§]:j +l(§[_j — 7f"+11f _ 7f"‘1,f + f"+2,j _fi—Z,j

S\ Ox S\ Ox S\ Ox 15A% 60Ax

3 [afj N 8 (6fj . 3 (af] _ 25f, 251, h friay = fra,

14 ox 14\ ox 14 ox 56Ax 35Ax
(I1.6)
_ f;'+3,j F, fi-3,_/
840Ax
Ax
. Ly
‘|,1+|
i-1,j ‘I,J ‘i+1_.j
.i_.j-'l

Gambar I1.2 Stencil Skema Beda Hingga

11.3. 2.3. Integrasi Waktu

Setelah skema Beda Hingga digunakan untuk disretisasi suku adveksi persamaan
(II.1), maka persamaan (II.1) akan berbentuk semi diskret. Persamaan semi
diskret tersebut perlu dintegrasikan menurut waktu. Metode eksplisit biasanya
digunakan untuk integrasi waktu, tetapi penelitian ini menggunakan integrasi
waktu metode ekplisit Runge-Kutta (RK) orde-4 karena lebih akurat dan batas

kestabilan lebih luas. Untuk itu persamaan (II.1) sedikit dimodifikasi menjadi:



o _
% 1)

. (IL.7)
=—¢, o Vf, ————(f’ _f"cq)
‘r

Integrasi waktu persamaan di atas dengan metode explisit Euler adalah seperti

berikut:

fr = g - a(f7)
- fr —At[e, vy (L—_f_)] .8)
T

Notasi # menunjukkan urutan tahap waktu, sedangkan Af menunjukkan lebar
langkah waktu (fime step). Integrasi waktu menggunakan metode ekplisit Runge-
Kutta (RK) orde-4 mempunyai 4 tahap, yaitu:

=], ",t"

1 1
Ll f"+—=Atk,,t" +—As
(f' 2 . )

1 1
Ll f7 +=Atk,,t" +—At I1.9
i+ b 43 a9
k, L(f,"+Atk3,t +At)
frt=fr +éAt(k +2k, +2k, +k,)

11.4. 2.4. Diagram Alir Integrasi Waktu Runge-Kutta
Algoritma skema numeris yang dijabarkan di atas kemudian dituangkan ke
dalam program komputer menggunakan Matlab. Adapun diagram alirnya adalah

seperti Gambar II.3.



Tentukan jumlah grid, delta_t, waktu maks,
syarat awal, syarat batas

v

Perhitungan langkah waktu dimulai

v

Integrasi waktu Runge-Kutta orde-4 dimulai
stage =1

v

Perhitungan Macroscopic Variables

v

Collision Step

v

Gtreaming Step
v

Stage = stage + 1

Stage <=4

Hitung distribusi kecepatan

!

time = time + delta_t

ya

time <= waktu maks

Tulis Data

Gambar II.3 Diagram alir integrasi waktu Runge-Kutta
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Analisis dispersi dan stabilitas merupakan analisis yang penting untuk
menentukan parameter numeris perambatan gelombang. Bab ini memberikan
analisis tersebut untuk metode Beda Hingga implisit orde tinggi dengan integrasi

waktu Runge-Kutta orde-4.

llI.1. Analisis Dispersi
Persamaan adveksi linear 1-dimensi (III.1) dipakai sebagai contoh persamaan

model gelombang:

—a—zi+a§E =0, xe[027]
o ox (IIL. 1)

u(x,0)=e™
Jawaban eksak dari pc\ersamaan di atas adalah : u(x,t)=¢ ) dimana k adalah
bilangan gelombang eksak dan adalah frekuensi. Dengan menyisipkan jawaban
eksak ke dalam persamaan (III.1) diperoleh hubungan dispersi eksak w=ak .
Jawaban numerik pada setiap grid diasumsikan adalah u"(x,t)=U"e’("“""”) ,
dimana k' adalah bilangan gelombang numerik, dengan menyisipkan jawaban

numerik ini ke dalam persamaan (III.1) diperoleh hubungan dispersi numerik

untuk berbagai macam metode numerik seperti berikut:

1. Metode FD eksplisit orde-2 :
ik Ax = i sin(kAx) (1I1.2)

2. Metode FD kompak orde-4 :

e Ax= 1.5sin{kAx) (I11.3)

1+ " cos(kAx)



3. Metode FD kompak orde-6 :

(%j sin(kAx) + (%jsin(ﬂm)

ik Ax=i ; (IIL.4)
1+ 3 cos(kAx)
4. Metode FD kompak orde-8§ :
(%)sin(kAx) n (%]sin(ﬂch) n (LJsin(zkAx)
ik Ax=i A (IIL.5)

1+ % cos(kAx)

Berdasarkan persamaan (III.2) - (III.5) di atas maka dapat diperoleh gambar

hubungan dispersi numerik seperti berikut:

3+ i
exact
2.5 5
- 8“1
2 / 5 th |
=
= 1.5+ 4th .
1 2nd
/// ‘\\\
4 \\\
0.5+ / \\\ M
N
N
0 1 L 1 I I L \\
o} 0.5 1 1.5 2 2.5 3
kAx

Gambar III.1 Hubungan Dispersi Numerik

Hubungan dispersi di atas tidak menunjukkan tidak adanya bagian yang bernilai

imajiner, sehinga dengan demikian diskretisasi numeriknya bersifat konservatif



tanpa disertai galat disipasi. Nilai maksimum untuk £'Ax untuk berbagai metode

numerik adalah:

Tabel 11I.1. Nilai £’Ax maksimum

No Metode Numerik Max(k Ax)
1 | Explicit 2% 1,000
2 Compact 4" 1,732
3 Compact 6* 1,989
4 Compact 8" 2,133

Galat numerik dapat diperoleh dari selisih dari dispersi eksak dikurangi

numerik, seperti berikut:
e =k Ax - kAx (111.6)

Untuk galat numerik yang dapat diterima sebesar 1 % , maka kita peroleh nilai

k"Ax dan jumlah grid setiap panjang gelombang (point per wavelength-PPW)

untuk berbagai metode numerik seperti berikut:

Tabel II1.2 Nilai £"Ax dan PPW untuk toleransi galat 1 %

No Metode Numerik k' Ax PPW =2z/k’Ax
1 Explicit 2% - 0,382 16,419
2 Compact 4" 1,089 5,768
3 Compact 6" 1,482 4,240
4 Compact 8" 1,718 3,658

10



Dengan melihat Tabel III.2 dapat diketahui bahwa semakin tinggi orde metode
numerik maka jumlah grid untuk setiap panjang gelombang (PPW) semakin
sedikit. Hal ini menunjukkan bahwa metode numerik orde tinggi memerlukan
jumlah grid yang lebih sedikit dibanding metode orde rendah untuk toleransi

galat dispersi yang sama.

I1I.2. Studi Pustaka dan Observasi
Kestabilan perhitungan numerik dianalisis menggunakan metode Von Neumann
(keterangan rinci dapat dilihat di Hirsch, 2007). Persamaan adveksi dipakai

sebagai model persamaan:
of,
% = L(f)) (I1.7)

dimana L adalah suku sisa yang mengandung turunan ruang persamaan atur.
Dengan menyisipkan f, = f,()}™ ke dalam persamaan (III.4), maka kita

peroleh”

%
o

= A (111.8)
dimana f adalah koeffisien Fourier, i = V-1 ,dan 2 bilangan kompleks. Suku

bagian kiri persamaan (III.5) diekspansi menggunakan skema eksplisit Runge-

Kutta orde-4 untuk memperoleh faktor amplifikasi:

7h+l
G=Ji _ [1 + AA +—;—(/1Ar)2 + %(/uw + —élz(/w)“ ) (I11.9)

f;l)‘l

Syarat kestabilan numerik mengharuskan faktor amplifikasi harus terbatas

nilainya.
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y G <1 (111.10)

Daerah batas ketabilan dapat dilihat pada Gambar III.2:

unstable 2.828

stable
<:j spectrum

of 4th compact FD

-2.828

Gambar II1.2 Daerah batas kestabilan skema Runge-Kutta orde-4

Berdasar Gambar III.2 diperoleh bahwa nilai batas ketabilan skema Runge-Kutta
orde-4 adalah pada nilai eigenvalue = 2,828.

Syarat kestabilan metode numerik beda hingga dengan integrasi waktu
skema Runge-Kutta orde-4 dapat diperoleh dengan menggunakan batas

amplifikasi faktor dan nilai &’Ax maksimum seperti berikut:

1. Metode FD eksplisit orde-2

alAi
=—<
CFL <2,828/1,000 QL1

CFL <2828
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2. Metode FD kompak orde-4

CFL =28 < 2 828/1,732
Ax

CFL <1,6328

3. Metode FD kompak orde-6

CFL =28 < 2 878/1,089
Ax

CFL <1,422

4. Metode FD kompak orde-8

CFL =28 <2 828/2,133
Ax

CFL £1,326

(I11.12)

(I11.13)

(II1.14)

CFL adalah bilangan Courant Friedrichs Lewy. Dari persamaan (III.11) -

(II1.14) dapat diketahui bahwa semakin tinggi orde metode numerik maka batas

kestabilannya semakin lebih rendah.
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Bab IV Hasil Perhitungan dan Pembahasan

IV.1. Pengujian Akurasi
Sebelum diterapkan untuk diskretisasi LBM metode Beda Hingga kompak orde
tinggi dipakai untuk diskretisasi ruang untuk persamaan adveksi linear satu

dimensi untuk menguji akurasi metode FD implisit beda hingga orde tinggi:

% 9% g re [0,27]
ot ox av.n

u(x,O) - esin(x)
Syarat batas adalah periodis dan jawaban eksaknya adalah:
u(x,t) = enbx-27) (Iv.2)

Seluruh perhitungan menggunakan langkah waktu konstan Af =5e —3, Gambar
IV.1 - IV.4 menunjukkan perambatan gelombang hasil perhitungan berbagai
metode beda hingga berikut jawaban eksak untuk CFL = 0,1.

3 T T T T T T
—5— Explicit FD 2" order
AN —s—Explicit FD 4% order
25F ,;‘/ “ —e—Compact FD 4" order H
s ea
X ——Compact FD 6" order
7 ! ——Compact FD 8" order
r i \ - Exact H
/’ \"~.
4 %
S 15+ Va LY 4
& Ay
i .
1l )’_,«‘ . .
e )
o S
05F . o J
= R
] i I 1 ¢ |
00 1 2 3 4 5 6

Gambar IV.1 Penyelesaian numerik dan eksak untuk 1=0,3
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[

25r

= 1.5—:_

~= Explicit FD 2" order T
—v—Explicit FD 4" order
——~Compact FD 4" order

05 -~ Compact FD 6™ order[]
—+—Compact FD 8™ order
Exact
) ; :
00 4 5 6

,
s Explicit FD 2" order
~v—Explicit FD 4" order

~e—Compact FD 4™ order E
—»—Compact FD 6" order
——Compact FD 8" order

Exact b

-2 Expliclt FD 2" order
~+—Explicit FD 4™ order
~e-~Compact F 4" order
~#~ Compact FD 6" order

—+Compact FD 8" order
Exact

Gambar IV.4 Penyelesaian numerik dan eksak untuk #=1,2




Berdasar gambar Gambar IV.1 - IV .4 terlihat perambatan sinyal dari kiri ke

kanan secara periodik, selain hal itu juga dapat dilihat bahwa kesalahan

perhitungan paling besar adalah perhitungan metode eksplisit Beda Hingga orde-

2. Hal ini diperkuat oleh gambar-gambar IV.5 - IV.7 yang menunjukkan

kesalahan

perhitungan

untuk

(Ax = 0.0982,Ax = 0.0491, Ax = 0.024).

exact)

{u-u

berbagai

Solution error time = 6.285

bilangan

0.8

0.6

0.4

T

& Explicit FD 2™ order
—v— Explicit FD 4" order
—+—Compact FD 4" order
—e—Compact FD 6" order
—r—Compact FD 8" order

04k Wi - yl
o
\’\ P '.\l/
-06F P -
085 i z 3 7 5 6
Time
Gambar IV.5 Kesalahan perhitungan saat t=0,628 untuk CFL. = 0,1
08 : —— : : .
y N
0.6} 4 y 1
A A
7
0.41 ¥ \“\ s
// )
. 0.2 l}l \ g .
S Ofe—e o <
5 . Pt IR o oo ~
2 o \( i R
0.2 / i oA
oal? e 0 /V"‘ - Explicit FD 2* order |
' /| == Explcit FD 4" order
o6k v —e—Compact FD 4" order
- e ——Cormpact FD 6™ order
——Compact FD 8" order
'0.8 Il 1 t
0 1 2 3 5 6

Gambar IV.6 Kesalahan perhitungan saat #=0,628 untuk CFL = 0,15

Time

CFL
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08 T T T T T T

R, . . nd
05 PN “ Explicit FD 2™ order
’ Ay ——Explicit FD 4% order | |
0.4k # I —e—Compact FD 4" order| |
\ —=—Compact FD 6™ order
0.3+ 4 \", ——Compact FD 8" order| |
/ g
~ 02} : / o 4
B ; :
g Y A,
o 01 / 4 i
z J !
2 i P o ; “
| P y - Ty I S
i ;/ r'; ,"’J
-0.1 —\ Vi Y # i
\ ;f v /(
-0.2+ \ {/ \ 4 4
B A e
0.3 "&\ y/' _
®, A
o L L 1 e L |
% 1 Z 3 5 6
Time

Gambar 1V.7 Kesalahan perhitungan saat t=0,628 untuk CFL = 0,2

Gambar 1V.8 menunjukkan sejarah konvergensi perhitungan numerik untuk
metode Beda Hingga untuk berbagai orde. Urutan tingkat akurasi berdasar
gambar-gambar adalah metode Beda Hingga ekspisit orde 2, eksplisit orde 4,
compact orde 4, compat orde 6 dan compact orde 8, hal ini sudah sesuai dengan

teori.

Log " 0(Error)

- Explicit FD 2™ order
—s—Explicit FD 4™ order
—e—Compact FD 4" order
——Compact FD 6" order
——Compact FD 8" order

1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06
Time

Gambar IV.8 Konvergensi Persamaan Adveksi
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Eksperimen numerik juga menunjukkan orde akurasi untuk metode Beda Hingga
sudah mendekati teorinya, hal ini dapat dilihat pada Gambar IV.9. Perhitungan
orde akurasi untuk metode numerik orde tinggi perlu dilakukan dengan hati-hati,
pengaruh galat pembulatan (round-off error) mempunyai pengaruh besar.
Semakin tinggi orde akurasi metode numerik dan semakin kecil Ar atau Ax
maka perhitungan orde akurasi semakin rentan terhadap galat pembulatan, orde

akurasi bernilai lebih rendah dibanding teorinya.

0 T T T T T T
Ak 4
2F .
5
(i
=3 ’
(@)
o
—
4 _
—&— Explicit FD 2™ order
—=—Explicit FD 4™ order
-or ,,// ~o— Compact FD 4% order |]
o -2 Compact FD 6" order
1 | | 1 | —+—Compact FD 8™ order
3 1.2 -1 0.8 -0.6 0.4 -0.2 0

Log ; 0(Ax) '

Gambar IV.9 Orde Akurasi berbagai metode numerik

1V.2. Simulasi Vorteks Taylor Green

Setelah orde akurasi metode numerik Beda Hingga untuk berbagai orde telah
dicek melalui ekperimen numerik maka langkah selanjutnya adalah menguji
metode numerik tersebut untuk menyelesaikan persamaan Boltzmann dalam
bentuk diskret. Dalam hal ini simulasi peluruhan vorteks Taylor-Green diambil

sebagai contoh kasus.
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Persoalan peluruhan vorteks Taylor-Green mempunyai jawaban eksak

seperti berikut:
u, (x,y,t)=~U, cos(k, x)sin(kyy)e~(k,,+kyﬁ

u, (x, Vs f) = %‘— U, Cos(kyy)Sin(kxx)e_(k”/‘,v)z’
y

2

2
P(X, Vs z‘) = —UTO (cos(kax) + {ll:_‘] Sin(Zkyy)] e—(k_,+k_v)2/ -1

y

U, menyatakan amplitudo kecepatan awal, k, and k,  adalah bilangan

gelombang pada arah koordinat x dan y. Domain dibagi menjadi sejumlah
elemen dengan jumlah grid 32 x 32 dan syarat batas periodik digunakan pada

semua batas. Parameter simulasi yang digunakan adalah U, = 0,01, k, =k, =2,
- Ar=0,005, r=0,0018 dan CFL =0,101. Kondisi awal untuk fungsi distribusi
kecepatan f,sebenarnya tidak diketahui. Cara menentukan syarat awal f, yang

konsisten tidak mudah dilakukan dan sampai sekarang penelitian tentang hal

tersebut masih terus dilakukan (Mei dkk, 2006). Pada penelitian, syarat awal f,

ditentukan dengan cara yang sederhana yaitu menggunakan fungsi distribusi

kecepatan pada kondisi keseimbangan f* sebagai syarat awal.

Fenomena peluruhan vorteks Taylor-Green merupakan peristiwa yang
menggambarkan sejumlah pusaran (vortex) yang amplitudonya berkurang secara
eksponensial terhadap waktu. Gambar vektor kecepatan vektor pusaran tersebut
diperlihatkan oleh gambar IV.10, karena arah vektor pusaran adalah tetap dan
yang berkurang adalah panjang vektornya maka gambar tersebut cukup jelas
untuk menggambarkan kecepatan pusaran. Perubahan amplitudo pusaran dapat
dilihat dari urutan gambar IV.11 - IV.16 dan gambar IV.17 - IV.20. Gambar
IV.11 - 1V.16 menunjukkan perubahan kecepatan vertikal (uy) untuk seluruh

domain. Sedangkan gambar IV.17 - IV.20 menunjukkan perubahan kecepatan

vertikal (uy) pada potongan y =314 untuk perhitungan numerik metode
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implisit orde-4 dan jawaban eksak beserta perbandingan dengan jawaban eksak,

hasil perhitungan numerik sangat dekat dengan jawaban eksak sehingga

grafiknya berhimpitan. Perbandingan galat perhitungan numerik untuk berbagai

metode numerik dapat dilihat pada Gambar IV.21 - 1V.23, berdasarkan

gambar-gambar tersebut dapat diketahui bahwa metode eksplisit orde-2

mempunyai akurasi paling rendah sedangkan metode kompak orde-8 mempunyai

akurasi paling tinggi. Sehinga dapat disimpulkan bahwa semakin tinggi orde

metode hingga maka akurasinya semakin tinggi juga.

T T
W™ \M,, Nz N N
__,-H-ﬂ'/kw P \RH—M—W-”“‘HHW,- o W e —n—
T T NN Y | e T TNy A
L RGN R S I
WL SR PSRNV R S R O 8
IR A S < o \
,;} N \\-H,,;’} R (AN
27 AR R A A 3 XS AN
I A . s i PO N N » . i BT SN e
4 B T T A el - S PO o e e N T il - OO SR —
RINEE NP f/f*“*‘“b*? A Ty e
‘M\\ /.,-v‘_._\\ / X /u—ﬂ'-._‘\\‘ f}‘/‘_’
\\t?, {' "WHI \ﬂ_ (f,\wl{“,
L 1 vy & .
3 [Nz /] {%v_,,/x.ﬁ\xw;’; “;\
‘_//f ‘.\\-\.-15—.__.‘_,_// \‘\__,_—-av’/.f\\‘xﬁ—*_,_‘// S N
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\,.? v ~— -
e i o o m meme— I S N e e  F A e YT SN S
R T NS e i N S e T N S T it N ]
“‘:‘Qi i i f;':”::‘“\\w//m‘{“i i i’ f;"”’:*m\w/ﬂ:
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O RN Vhig
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Gambar IV.10 Vektor kecepatan saat ¢ =150
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Gambar IV.11 Kecepatan vertikal untuk seluruh domain saat t = 10

Gambar IV.12 Kecepatan vertikal untuk seluruh domain saat ¢ = 50
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Gambar IV.13 Kecepatan vertikal untuk seluruh domain saat t = 100

Gambar IV.14. Kecepatan vertikal untuk seluruh domain saat z = 150
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Gambar IV.15. Kecepatan vertikal untuk seluruh domain saat ¢ = 200

Gambar IV.16. Kecepatan vertikal untuk seluruh domain saat = 250
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‘ 0.01 . .
: O Compact 4th
— Exact
0.005¢ .
= 0
|
-0.005+
-0.01" : ' L ] ' :

Gambar IV.17. Distribusi kecepatan pada potongany = 3,14 saatf = 10

O Compact 4th
—Exact

Gambar IV.18. Distribusi kecepatan pada potongan y = 3,14 saat = 50
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O Compact 4th
—Exact

Gambar IV.19. Distribusi kecepatan pada potongan y == 3,14 saat ¢ = 100

5x1d . .
O Compact 4th
—Exact
s 0
0 1 2 3 4 5 6

Gambar IV.20. Distribusi kecepatan pada potongan y = 3,14 saat ¢ = 150
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o~ _|——compact 4th
——explicit 2nd
—explicit 4th
—compact 6th
—compact 8th ||

Gambar 1V.21. Logaritma galat pada potongany = 3,14 saatt = §

(uy -u)
—

4.4}
-4.6}

_____ —compact 4th
N explicit 2nd
N — explicit 4th
——compact 6th
—compact 8th

Vil

Gambar IV.22. Logaritma galat pada potongan y = 3,14 saat ¢t = 24
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—compact 4th
-4r —- explicit 2nd
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Gambar IV.23. Logaritma galat pada potongan y = 3,14 saat t = 42

il |

— Compact 4"FD
— Explicit 2" FD
— Explicit 4"FD

10 15 20 25 30 35 40 45
Time

o -

Gambar 1V.24. Konvergensi permasalahan Taylor Green Vortex
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Gambar IV.24 menunjukkan perubahan galat rata-rata terhadap waktu
(konvergensi), dari gambar tersebut dapat diketahui bahwa metode eksplisit orde
2 mempanyai galat yang lebih tinggi dibanding metode lainnya. Konvergensi
metode orde tinggi menunjukkan galat rata-rata yang menurun, hal ini
disebabkan karena amplitudo kecepatan dan tekanan berkurang menuju nol

seiring dengan bertambahnya waktu.
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Bab V Kesimpulan dan Saran

V.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat ditarik dari dari penelitian ini adalah:
1. Penggunaan skema beda hingga kompak orde tinggi pada suku adveksi
metode Lattice Boltzmann untuk penyelesaian permasalahan Taylor
Green Vortex menunjukkan akurasi yang tinggi, kenaikan orde akurasi
seiring dengan kenaikan orde skema beda hingga
2. Penggunaan skema Runge-Kutta orde-4 dapat meningkatkan kestabilan
perhitungan numerik, tetapi stabilitas ini menurun seiring dengan

meningkatnya orde skema beda hingga.

6.1 Saran Penelitian Lanjutan

Kajian lebih lanjut masih diperlukan untuk mempelajari permaslahan dengan
syarat yang tidak periodik. Untuk itu perlu dikaji penggunaan metode beda
hingga kompak orde tinggi yang mampu mengatasi syarat batas tersebut tanpa

mengalami penurunan akurasi.
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LAMPIRAN A

Lampiran A berisi skrip Matlab yang digunakan pada penelitian.

Taylor Vortex 4 metode.m

o

% Perhitungan Taylor vortex dengan 4-th, 6-th & 8th compact , explicit 2nd & 4th
FDLBM

o

% 4th Runge-Kutta time integration

clear all;
close all;
clc;

clear

% GENERAL FLOW CONSTANTS

1x = 32;

ly = 1*1x;

Im = ly/2;

tau=0.0018;

$nu = le-2; %ulLid *1x / Re; % kinematic viscosity
nu=tau/3;

omega = 1. / (3*nu); %+0./2.); % relaxation parameter

tPlot = 400; % cycles for graphical output
kl=2;

k2=2;

Uo=0.01;

dx=2*pi/lx;

dy=2*pi/ly;

dt=5.0e-3;

time=0.0;

CFL=dt/dx;

Ul=Uo* (k1/k2)};

time_max=50; %max time

maxT = time _max/dt ;% total number of iterations
alpha =1.0; % (0 <= alpha <=1; alpha = 0 --»> upwind, alpha = 1 --»> central
difference) ;

% D2Q9 LATTICE CONSTANTS

t = [4/9, 1/9,1/9,1/9,1/9, 1/36,1/36,1/36,1/36];
cx =1[o0,1, 0, -1, 0, 1, -1, -1, 11;
cy =10, 0,1, 0, -1, 1, 1, -1, -11;

opp = [ 1, 4, 5, 2, 3, 8, 9, 6, 17];
lid = {2: (1x-1)];

[y,x] = meshgrid(l:1ly,1:1x);

X = {x-0.5)*dx;
(y-0.5) *dy;

<
[l
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xe=linspace(0,2*pi, 201);
ye=x(1,1m);

% INITIAL CONDITION: (rho=0, u=0) ==> fIn{i) = t(i)
fIn = reshape( t' * ones(1l,1lx*ly), 9, 1x, ly);

ux(l,:,:) = -Uo*cos(kl*x).*sin(k2*y) ;

uy (1,:,:) = Uo*{kl/k2)*sin(kl*x).*cos (k2*y);
rho(l,:,:)=1.0-0,25*Uo0™2*% (cos(2.0%k1*x)+(kl/k2)*2*cos(2.0%k2*y)) ;
for i=1:9

cu = 3*(cx(i)*ux+cy (i) *uy);

fin(i,:,:) = rho .* t(i) .*

(1 + cu + 1/2%(cu.*cu) - 3/2%(ux.”2+uy.”2) );

end

i ux2nd=ux; uy2nd=uy; rho2nd=rho; fIn2nd=fIn;
ux4th=ux; uy4th=uy; rho4th=rho; fInd4th=fIn;
ux6th=ux; uyéth=uy; rhoéth=rho; fInéth=fIn;
ux8th=ux; uy8th=uy; rho8th=rho; fIn8th=fIn;

fname = sprintf('Taylor_compact_%f.txt',6 dx);
fid = fopen(fname, 'w');

% MAIN LOOP (TIME CYCLES)

for cycle = 1l:maxT

time=time+dt;

% compact 4-th FD

[rhs1l]) =1bm_compact_ rhs(fIn,cx,cy,t,omega,dt,1x,ly,dx,dy) ;
. f1=£fIn+0.5*rhsl;

[rhs2]=1bm_compact_rhs (f1,cx,cy,t,omega,dt,1x,1ly,dx,dy);

£f2=fIn+0.5%*rhsl;

[rhs3]=1bm compact_rhs(f2,cx,cy, t,omega,dt,1x,ly,dx,dy);

f3=fIn+rhs3;

[rhs4]=1bm compact_rhs(f3,cx,cy,t,omega,dt,1x,ly,dx,dy};

fIn=fIn+ (rhsl+2*rhs2+2*rhs3+rhs4)/6;

% compact 6-th FD (under construction !!'!)
[rhsl]=1bm_compact_éth_rhs (fInéth, cx,cy,t,omega,dt,1x,ly,dx,dy)
fl=fIn6th+0.5*rhsl;

[rhs2]=1bm_compact_6éth rhs(fl,cx,cy,t,omega,dt,1x,ly,dx,dy) ;
f2=fIn6th+0.5*rhsl;

[rhs3]=1bm compact_6éth_rhs(f2,cx,cy, t,omega,dt,1x,ly,dx,dy);
f3=fIn6th+rhs3;

[rhs4] =1bm_compact_6th_rhs(f3,cx,cy,t,omega,dt,1lx,1ly,dx,dy) ;
fIneth=fInéth+ (rhsl+2*rhs2+2*rhs3+rhs4)/6;

% compact 8-th FD (under construction !!!)

[rhs1l]=1bm_compact_8th_rhs(fInéth,cx,cy,t,omega,dt, 1x,1ly,dx,dy);



fl1=fIn8th+0.5*rhsl;
[rhs2]=1bm_compact_8th_rhs(fl,cx,cy,t,omega,dt, 1x,ly,dx,dy)
f2=fIn8th+0.5*rhsl;

i

[rhs3] =1bm_compact_8th rhs(f2,cx,cy,t,omega,dt,1lx,ly,dx,dy):

f3=fIn8th+rhs3;

[rhs4] =1bm compact_8th rhs(f3,cx,cy,t,omega,dt,1x,1ly,dx,dy);

fIn8th=fIn8th+(rhsl+2*rhs2+2*rhs3+rhs4)/6;

% explicit 2nd FD
[rhsl] =1bm_fd2nd_rhs(fIn2nd, cx,cy, t,omega,dt, 1x,ly,dx,dy) ;
f1=fIn2nd+0.5*rhsl;
[rhs2]=1bm_fd2nd rhs(fl,cx,cy,t,omega,dt,1lx,ly,dx,dy);
f2=fIn2nd+0.5*rhsl;
[rhs3]=1bm_fd2nd_rhs(f2,cx,cy, t,omega,dt,1x,ly,dx,dy) ;
f3=fIn2nd+rhs3;
[rhs4]=1bm_fd2nd_rhs (£f3,cx,cy, t,omega,dt,1x,ly,dx,dy);
fIn2nd=fIn2nd+ (rhsl1+2*rhs2+2*rhs3+rhs4)/6;

% explicit 4th FD

[rhs1]=1bm_fd4th_rhs(fIn4th, cx,cy,t,omega,dt, 1x, ly,dx,dy)
f1=fIn4th+0.5*rhsl;

[rhs2]=1bm_fd4th rhs(fl,cx,cy,t,omega,dt,1x,1ly,dx,dy);
f2=fIn4th+0.5*rhsl;
[rhs3]=1bm_fd4th rhs(f2,cx,cy,t,omega,dt, 1x,ly,dx,dy);
£3=fIn4th+rhs3;
[rhs4]=1bm_fd4th rhs(£f3,cx,cy,t,omega,dt, 1x,ly,dx,dy) ;
fIn4th=fIn4th+(rhsl+2*rhs2+2*rhs3+rhs4)/6;

% MACROSCOPIC VARIABLES
rho = sum(fIn);
ux = reshape ( (cx * reshape(fIn,9,1lx*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;
uy = reshape ( (cy * reshape(fIn,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;

rho2nd = sum(fIn2nd};
ux2nd = reshape ( (cx * reshape(fIn2nd,9,1x*ly)), 1,1x,1ly

uy2nd = reshape ( (cy * reshape(fIn2nd,9,lx*ly)), 1,1lx,1ly

rho4th = sum(fIn4th);
ux4th = reshape ( (cx * reshape(fIn4th,9,1lx*ly)), 1,1x,ly

uy4th = reshape ( (cy * reshape(fIn4th,9,lx*ly)), 1,1x,ly

rho6th = sum{fInéth);

ux6th = reshape ( (cx * reshape(fInéth,9,lx*ly)), 1,1x,1ly

uyéth = reshape ( (cy * reshape(fInéth,9,1lx*ly)), 1,1x,1ly

rho8th = sum(£In8th);
ux8th = reshape ( (cx * reshape{fIn8th,9,1lx*ly)), 1,1x,1ly

uy8th = reshape ( (cy * reshape(fIn8th,9,lx*ly)), 1,1x,1ly

./rho2nd;
./rho2nd;

./rho4th;
./rho4th;

./rhoéth;
./rhoéth;

./rho8th;
./rho8th;
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ul = reshape(ux,1lx,1ly);

u2 = reshape(uy,1lx,1ly);

ul2nd = reshape (ux2nd,1lx, ly);
u22nd = reshape (uy2nd, 1x,1y);

ul4th = reshape(ux4th,lx,ly};
u24th = reshape (uy4th,1x,ly);

uléth = reshape(uxeth,1lx,ly);
u2Gth - reshape(uy6th,1lx,ly);

ul8th = reshape{ux8th,lx,ly);
u28th = reshape (uy8th,1lx,ly);

u2_exact = Uo*(k1/k2)*exp(-nu*(k172+k272) *time)* (sin(k1*x) .*cos (k2*y));
rho _exact(l,:, ) = 1.0-0.25%Uo™2%exp { -
2. 0%nu* (K172+k2"2) *Lime) * (cos (2. 0*k1*x) + (k1/k2) “2*cos (2.0*k2*y) ) ;

Usl=abs (u2-u2 exact);

Up2eabp (u22nd-u2_exact);
Us3=abs (u24th-u2_exact);
Us4=abs (u26th-u2_exact) ;
UsS5=abs (u28th-u2_exact) ;

Ll=sqgrt (sum(sum(Usl))) /1x/1ly;
L2=sqrt (sum(sum(Us2))) /1x/1ly;
L3=sgrt (sum(sum(Us3)))/1x/ly;
L4=sqrt (sum(sum{Us4))}/1x/ly;
L5=sgrt (sum(sum(Us5)) ) /1x/ly;

Llm{cycle, 1) =time;

Lim{cycle,2)=1ogl0(Ll) ;
Llm{cycle,3)=1logl0(L2);
Llm(cycle, 4)=1ogl0(L3);
Llm(cycle,5)=10g10(L4) ;
Llm(cycle, 6)=10gl0(L5) ;

% time=time+dt;
% VISUALIZATION
if (mod(cycle, tPlot)==0)
% fprintf (£fid, 'tstep = %6.0d ; time = %7.4f ; Linf 4th compact = %7.4f ; Linf

2nd = %7.4f ; Linf 4th = %7.4f; Linf é6th = %7.4f\n', cycle,time, Llm(cycle, 2},
Llm{cycle,3), Llm(cycle,4),Llm(cycle,5));

% fprintf (2, 'tstep = %6.0d ; time = %7.4f ; Linf 4th compact = %7.4f ; Linf
2nd = %7.4f ; Linf 4th = %7.4f; Linf 6th = %7.4f\n', cycle,time, Llm(cycle, 2},

Llm(cycle,3), Llm(cycle,4),Llm(cycle,5));
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fprintf (fid, 'tstep = %6.0d ; time = %7.4f ; Linf 4th compact = %7.4f ; Linf

8th compact = %7.4f ; Linf 4th = %7.4f; Linf 6th = %7.4f\n', cycle, time,
Llm(cycle,2), Llm(cycle,6), Llm(cycle,4),Llm(cycle,5));

fprintf(2, 'tstep = %6.0d ; time = %7.4f ; Linf 4th compact = %7.4f ; Linf
8th compact = %7.4f ; Linf 4th = %7.4f; Linf 6th = %7.4f\n', cycle, time,

Llm(cycle,2), Llm(cycle,6), Llm(cycle,4),Llm(cycle,5));

u_exact = Uo*(kl/k2)*exp(-nu*(k1”2+k2"2)*time)* (sin(kl*xe) *cos (k2*ye)) ;

figure(gct) ;
% plot(x{:,1m),u22nd{:,1m), 'bo',xe,u_exact,'r', 'LineWidth',2);

erl=logl0{abs(u2(:,1lm)-u2_exact(:,1m)));

er2=1og10{abs (u22nd (:,1lm) -u2_exact (:,1m)));
er3=10g10 (abs {(u24th(:,1m) -u2_exact (:,1m)});
er4=10gl0 (abs(u26th(:,1lm)-u2_exact (:,1m)));
er5=1ogl0 (abs{u28th(:,1m)-u2_exact(:,1m)));

plot(x(:,lm),e;l,'r',x(:,lm),erZ,‘g‘,x(:,lm),er3,'b‘,x(:,lm),er4,'m',x(:,lm),erS,'

k', 'LineWidth',2);

legend ('compact 4th', 'explicit 2nd', 'explicit 4th', 'compact 6th', 'compact 8th')
xlabel ('X ', 'FontSize',18) '
ylabel('(u_y -u_e)', 'FontSize’, 18)

set (gca, 'FontSize', 18)

x1im([0 2#pil)
$ylim([-Ul U1])
% axis equal;
drawnow;
pause (0.0020)
counte = cycle/tPlot;
if (counte < 10)
slidename = sprintf ('C:/Documents and Settings/Pr/My
Documents/MATLAB/LBM/Taylor vortex m00%d.png', counte);
elseif (counte < 100)
slidename = sprintf ('C:/Documents and Settings/Pr/My
Documents/MATLAB/LBM/Taylor_vortex m0%d.png', counte);
else
slidename = sprintf ('C:/Documents and Settings/Pr/My
Documents/MATLAB/LBM/Taylor vortex m%d.png', counte);
end
print ('-dpng','-r90',slidename) ;
end

end
fclose(fid)

xx=[x(1,1) x(1x,1) x(1x,ly) =(1,ly) x(1,1)];
yy=[y(1,1) y(lx,1) y(1x,ly) y(1,ly) vy(1,1)];
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$Ls=max (Llm(:,2));

fprintf(2, 'dt = %6.4d ; dx = %6.4f ; CFL = %6.4f; 1x = %4.0d ; ly = %4.0d \n'",
dt,dx,CFL, 1x,1y) ;

fprintf(2, 'tstep = %$6.0d ; time = %7.4f ; Linf 4th compact = %7.4f ; Linf 2nd =
%7.4f ; Linf 4th = %7.4f; Linf 6th = %7.4f\n', cycle,time, Lilm(cycle,2),
Lim(cycle,3), Llm{cycle,4),Llm(cycle,5));

figure(2)

hold on

quiver(x,y,ul,u2); axis equal;
plot (xx,yy):

hold off

figure(3)

surf (x,y,squeeze(rho)); shading interp; view(2) ;

figure (4}
plot (Llm(:,1),Llm(:,2),'r',Llm(:,1),L1lm(:,3),'g",Lim(:,1),L1im(:,4),'b");
legend ('compact 4th', ‘'explicit 2nd', 'explicit 4th', 'compact 6th', 'compact 8th')

figure(5);
plot (x{:,1m),u2(:,1lm)-u2_exact{:,1lm),'b',x(:,1m),u22nd(:,1lm) -
u2_exact (:,1lm),'r', 'LineWidth', 2);
legend ('compact 4th', 'explicit 2nd','explicit 4th', 'compact 6th', 'compact 8th')

xlabel ('X ', 'FontSize',18)
ylabel ('Y ', !'FontSize',18)
xlim({0 2*pi])

ylim{[-Ul U1})

set (gca, 'FontSize', 16)

Ibm_compact_rhs

function [rhs,ux,uy]l=1bm_compact_rhs(f,cx,cy,t,omega,dt,1x, ly,dx,dy) ;

$ MACROSCOPIC VARIABLES
rho = sum(f);
ux = reshape ( {(cx * reshape(£,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;
uy = reshape ( (cy * reshape(f,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;

% COLLISION STEP

for i=1:9
cu = 3*(cx{i)*ux+cy (i) *uy);
fBg(i,:,:) = rho .* t(i) .*
(1 + cu+ 1/2*(cu.*cu) - 3/2*(ux.”2+uy.”2) );
fTemp(i,:,:) = omega .* (f(i,:,:)-fEq(i,:,:));
end

% STREAMING STEP

$dufx = diff_x(1,1x,1,1ly,cx(2),f0ut(2,:,: ),dx);
rhs(1l,:,: ) = -dt*fTemp(1l,:,: );

dufx = pdiff x(1x,ly,cx(2),£(2,:,: ),dx);
rhs(2,:,: ) = -de*(Jufx+fTemp(2,:,: ));

dufy = pdiff y{lx,ly,cy(3),£(3,:,: ),dy);
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rhs(3,:,: ) = -de*(dufy+fTemp(3,:,: ));

dufx = pdiff x(1lx,ly,cx(4),£(4,:,: ),dx);
rhs(4,:,: ) = -de*(dufx+fTemp(4,:,: )};
dufy = pdiff y(lx,ly,cy(5),£(5,:,: ),dy);
rhs(5,:,: ) = -dt*(dufy+fTemp(5,:,: });
dufx = pdiff x(1lx,ly,cx(6},£(6,:,: ),dx);
dufy = pdiff y(1lx,ly,cy(6),£(6,:,: ),dy);
rhs(6,:,: )} = -dt*{(dufx+dufy+fTemp(6,:,: ));
dufx = pdiff x(1lx,ly,cx(7),£(7,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y(lx,ly,cy(7),£(7,:,: ),dy);
rhs(7,:,: ) = -dt*(dufx+dufy+fTemp(7,:,: ));
dufx = pdiff x(1x,ly,cx(8),£(8,:,: ),dx);
dufy = pdiff y(lx,ly,cy(8),£(8,:,: ),dy);:
rhs(8,:,: ) = -dt*(dufx+dufy+fTemp(8,:,: ));
dufx = pdiff x(1x,ly,ex(9),£(9,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y(lx,ly,cy(9),£(9,:,: ),dy);
rhs(9,:,: ) = -dt*{(dufx+dufy+fTemp(9,:,: ));
return

pdiff_x

% ICASE, Report 98-13 Wilson, R. V. and Demuren, A. O., NASA
% periodic x-derivative function

% Turunan FD compact 4th

function fx = pdiff x{lx,ly,cx,f,dx)

for j=1:1ly,
for i=1:1x,
if i1
in = i-1;
else
in = 1x;
end
if i<lx
ip = i+1;
else
ip = 1;
end

am(i)=1.d0/4.d0;
bm(i)=4.d0/4.40;
cm(i)=1.d40/4.d40;
dm(i)=1.5*(£(1,ip,3j)-£(1,in,3))/2.d0/dx;
end
ffx=ptridg(am,bm, cm,dm, 1, 1x) ;
£x(1,:,j)=cx*££x(:);

end

return

pdiff_y

%

o,

% periodic y-derivative function
%
function fy=pdiff y(lx,ly,cy,£f,dy)
for i=1:1x,

for j=1:1ly,

if j»>1



jn = j-1;

jn = ly;

ip = 3+1;

1;

.
fe]
I

)=1.d0/4.d0;

bm(j)=4.40/4.d0;
)=1.d0/4.40;
)=1.5*%(£(1,1i,jp)-£(1,1i,jn))/2.40/dy;

ffy=ptridg{am, bm, cm,dm, 1, ly);
fy(1,1i,:)=cy*ffy(:);

end

return

Ibm_compact_6th_rhs

function
[rhs,ux,uyl =1bm_compact_é6th rhs(f,cx,cy,t,omega,dt,1x,1ly,dx,dy);

% MACROSCOPIC VARIABLES
rho = sum(f) ;
ux = reshape ( (cx * reshape(f,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;
uy = reshape ( (cy * reshape(f,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;

% COLLISION STEP

G

for i=1:9
cu = 3* (¢x (1) *ux+cy (i) *uy) ;
fEg(i,:,:) = rho .* t£(i) .* ...
(1 + cu + 1l/2%(cu.*cu) - 3/2*(ux.”2+uy.”2) );
fTemp (i, :,:) = omega .* (£(i,:,:)-fEq(i,:,:));
end

% STREAMING STEP

$dufx = diff x(1,1x,1,ly,cx(2),fOut(2,:,: ),dx);
rhs(l,:,: ) = -dt*fTemp(l,:,: );

dufx = pdiff x 6th(lx,ly,cx(2),£(2,:,: ),dx);
rhs(2,:,: ) = -dt* (dufx+£fTemp(2,:,: )} ;

dufy = pdiff_y 6th(lx,ly,cy(3),£(3,:,: ), dy);
rhs(3,:,: ) = -dt*(dufy+fTemp(3,:,: ));

dufx = pdiff x éth(lx,ly,cx(4),£(4,:,: ),dx);
rhs(4,:,: ) = -dt* (dufx+fTemp(4,:,: ));

du‘fy = Pdiff__Y_Gth(l}(:lY:CY(S) If(SI P ) ,dy) H
rhs(5,:,: ) = -dt* (dufy+fTemp(5,:,: ));

dufx = pdiff x_6th(lx,ly,cx(6),£(6,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y 6th(lx,ly,cy(6),£(6,:,: ),dy);

rhs(6,:,: ) = -dt* (dufx+dufy+fTemp(6,:,: ));



dufx = pdiff x 6th(lx,ly,cx(7),£(7,:,: ),dx);
dufy = pdiff y 6th(lx,ly,cy(7),£(7,:,: },dy);
rhs(7,:,: ) = -de*(dufx+dufy+fTemp(7,:,: }));
dufx = pdiff x 6th(lx,ly,cx(8),£(8,:,: ),dx);
dufy = pdiff y 6th(lx,ly,cy(8),£(8,:,: ),dy);
rhs(8,:,: ) = -dt*(dufx+dufy+fTemp(8,:,: });
dufx = pdiff x 6th(lx,ly,cx(9),£(9,:,: },dx);
dufy = pdiff_y 6th(lx,ly,cy(9),£(9,:,: ),dy);
rhs(9,:,: ) = -dt* (dufx+dufy+fTemp(9,:,: ));
return

pdiff x_6th

% ICASE, Report 98-13 Wilson, R. V. and Demuren, A. O., NASA
% periodic x-derivative function
%
function fx = pdiff x 6th(lx,ly,cx,£f,dx)
for j=1:1y,
for i=1:1x,

if i==
in=1x;
inl=1x-1;
end
if i==2
in=1;
inl=1x;
end
if i>2
in=i-1;
inl=i-2;
end
if i==1x
ip=1;
ipl=2;
end

if i==(1x-1)

ip=1lx;
ipl=1;
end
if i<(1lx-1)
ip=i+1;
ipl=i+2;
end

am(i)=1.40/5.d40;
bm(i)=3.d0/5.d0;



cm(i)=1.d0/5.40;
dm{i)=(£(1,ipl, j)+28.0*f(1,ip,3)-28.0%f(1,in,;3j)-£(1,inl,j))/60.d0/dx;
end
ffx=ptridg(am,bm,cm,dm, 1, 1x) ;
£x(1,:,j)=cx*ffx(:);
end
return

pdiff_y 6th

%

% periodic y-derivative function
%
function fy=pdiff y 6th(lx,ly,cy,f.dy)
for i=1:1x,

for j=1:ly,
if j==
jn=1ly;
jnl=1ly-1;
end
if j==2
jn=1;
jnl=ly;
end
if j»2
jn=j-1;
jnl=j-2;
end
if j==ly
jp=1;
jpl=2;
end
if j==(ly-1)
ip=ly;
jpl=1;
end
if j<(ly-1)
jp=j+1;
ijpl=J+2;
end
am(j)=1.40/5.d0;
bm(j)=3.d0/5.d0;
em(j)=1.d0/5.40;
dm(j)=(£(1,1i,jpl)+28.0*£(1,i,jp)-28.0*f(1,i,9n)-£(1,1i,3nl))/60.d0/dy;
end

ffy=ptridg(am, bm, cm,dm,1,1ly) ;
Fy(1,i,:)=cy*ffy(:);

end

return

Ibm_compact_8th_rhs

function [rhs,ux,uy]=1bm_compact_8th rhs(f,cx,cy,t,omega,dt,1lx,ly,dx, dy):

% MACROSCOPIC VARIABLES
rho = sum(f);
ux = reshape ( (¢x * reshape(f,9,1lx*ly)), 1,1x,ly )} ./rho;
uy = reshape ( (cy * reshape(f,9,lx*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;
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% COLLISION STEP

for i=1:9
cu = 3* (cx (i) *ux+oy (i) *uy);
fEBq(i,:,:) = rho .* t(i) .=* .
(1 + cu+ 1/2*%{cu.*cu) - 3/2*(ux.”2+uy.”2) );
fTemp({i,:,:} = omega .* {(f(i,:,:)-fBq(i,:,:));
end

% STREAMING STEP

$dufx = diff x(1,1x,1,1ly,cx(2),fout(2,:,: ),dx);
rhs(1l,:,: ) = -dt*fTemp(l,:,: );

dufx = pdiff x_8th{lx,ly,cx{(2),£(2,:,: ),dx);
rhs(2,:,: ) = -dt*(dufx+fTemp(2,:,: ));

dufy = pdiff y 8th(lx,ly,cy(3),£(3,:,: ),dy);
rhe(3,:,: ) = -dt*(dufy+fTemp(3,:,: ));

dufx = pdiff_x_8th(lx,ly,cx(4),£(4,:,: ),dx);
rhs(4,:,: } = -dt*{dufx+fTemp(4,:,: ));

dufy = pdiff_y 8th(lx,ly,cy(5),£(5,:,: },dy);
rhs(5,:,: ) = -dt*(dufy+fTemp(5,:,: ));

dufx = pdiff x_8th(lx,ly,cx(6),f(6,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y_ 8th(lx,ly,cy(6),£(6,:,: ),dy);
rhs(6,:,: ) = -dt*(dufx+dufy+fTemp(6,:,: ));
dufx = pdiff x 8th(lx,ly,cx(7),£(7,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y 8th(lx,ly,cy(7},£(7,:,: ),dy);
rhs(7,:,: ) = -dt*{dufx+dufy+fTemp(7,:,: ));
dufx = pdiff_x 8th(lx,ly,cx(8),f(8,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y 8th{lx,ly,cy(8),£f(8,:,: ),dy);
rhs(8,:,: ) = -dt*{dufx+dufy+fTemp(8,:,: });
dufx = pdiff_x 8th(lx,ly,cx(9),£(9,:,: ),dx);
dufy = pdiff_y 8th(lx,ly,cy(9),£(9,:,: ),dy);
rhs(9,:,: ) = -dt*(dufx+qufy+fTemp(9,:,: });
return

pdiff x_8th

$ ICASE, Report 98-13 Wilson, R. V. and Demuren, A. O.,
% periodic x-derivative function

%
function fx = pdiff_x_8th{lx,ly,cx, f,dx)
for j=1:1y,
for i=1:1x,
if i==
in=1x;
inl=1x-1;
in2=1x-2;
end
if i==2
in=1;
inl=1x;
in2=1x-1;
end
if i==3
in=2;
inl=1;
in2=1x;

NASA
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end

if i»3
in=i-1;
inl=1i-2;
in2=i-3;

end

if i==1x
ip=1;
ipl=2;
ip2=3;
end

if i==(1x-1)
ip=1x;
ipl=1;
ip2=2;

end

if i==(1x-2)
ip=1x—1;
ipl=1x;
ip2=1;

end

if i<(1x-2)
ip=i+1;
ipl=i+2;
ip2=i+3;

end

am(i)=3.d0/14.40;
bm(i)=8.40/14.d0;
em(i)=3.d40/14.40;
dm(i)=(-£(1,ip2,3)+24.0*£(1,ipl,j)+375.0*f(1,ip,j)-375
24.0*£(1,inl,J)+£(1,in2,5))/840.d0/dx;
end
ffx=ptridg(am, bm, cm,dm, 1, 1x) ;
£x(1,:,j)=cx*££x(:);
end
return

pdiff_y 8th

%

% periodic y-derivative function

%

function fy=pdiff y 8th(lx,1ly,cy,f,dy)
for i=1:1x,

for j=1:1y,
if §==1
jn=ly;
jnl=1y-1;
jn2=1y-2;
end
if ==
jn=1;
jnl=1ly;
jn2=1y-1;
end
if j==3
jn=2;
jnli=1;
jn2=1ly;
end
if §>3
jn=j-1;
jnl=j-2;
jn2=3-3;
end
if j==ly
jp=1;
jpl=2;
ip2=3;

LO0*f(1,1in,3) -
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end

if j==(ly-1)
jp=ly:
ipl=1;
jp2=2;

end

if j==(ly-2)
jp=ly-1;
jpl=ly;
jp2=1;

end

if j<(ly-2)
jp=j+1;
jpl=j+2;
jp2=3+3;

end

am(j)=3.40/14.40;
bm(j)=8.d40/14.40;
cm{j)=3.40/14.40;

dm(j)=(-£(1,1,jp2)+24.0*f(1,1,jpl)+375.0*£(1,1,jp)-375.0*£(1,1i,Jn)-

24.0%£(1,1,jnl)+£(1,1,jn2))/840.40/dy;
end
ffy=ptridg(am,bm,cm,dm, 1,1y) ;
fy(1l,i,:)=cy*ffy(:);

end

return

Ibm_fd2nd_rhs

function [rhs,ux,uyl=1bm fd2nd rhs(f,cx,cy,t,omega,dt, 1x,1ly,dx,dy) ;

% MACROSCOPIC VARIABLES
rho = sum(f);
ux = reshape ( (cx * reshape(f,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;
uy = reshape ( (cy * reshape(f,9,1x*ly)), 1,1x,ly ) ./rho;

% COLLISION STEP

for i=1:9
cu = 3% (cx (i) *ux+cy(i)*uy);
fEq(i,:,:) = rho .* t(i) .*
(1 + cu + 1/2%(cu.*cu) - 3/2%(ux.”2+uy.”2) );
fTemp(i,:,:) = omega .* (f(i,:,:)-fEq(i,:,:));
end

% STREAMING STEP

$dufx = diff x(1,1x,1,1ly,cx(2),£f0ut(2,:,: ),dx);
rhs(1l,:,: ) = -dt*fTemp(1l,:,: );

dufx = diff 2nd_x{lx,ly,cx(2),£(2,:,: ),dx);
rhs(2,:,: ) = -dt*(dufx+fTemp(2,:,: ));

dufy = diff 2nd y(lx,ly,cy(3),£(3,:,: ),dy);
rhs(3,:,: ) = -dt*(dufy+fTemp(3,:,: ));

dufx = diff 2nd_x(lx,ly,cx(4),£(4,:,: ),dx);
rhs(4,:,: ) = -dt*(dufx+fTemp(4,:,: ));

dufy = diff 2nd_y(lx,ly,cy(5),£(5,:,: ),dy);
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rhs(5,:,: ) = -dt*(dufy+fTemp(5,:,: ));

dufx = diff 2nd x(1x,ly,cx(6),£(6,:,: ),dx);
dufy = diff 2nd_y(lx,ly,cy(6) ,£(6,:,: ),dy);
rhs(6,:,: ) = -dt*(dufx+dufy+fTemp(6,:,: ));
dufx = diff 2nd x(1x,1ly,cx(7),£(7,:,: ),dx);
dufy = diff 2nd_y(lx,1ly,cy(7),£(7,:,: ),dy);
rhs(7,:,: ) = -dt*{dufx+dufy+fTemp(7,:,: ));
dufx = diff 2nd x(lx,ly,cx(8),f(8,:,: ),dx);
dufy = diff 2nd_y(lx,ly,cy(8),£(8,:,: ),dy);
rhs(8,:,: ) = -dt*(dufx+dufy+fTemp(8,:,: ));
dufx = diff 2nd_x(1x,ly,cx(9),£(9,:,: ),dx);
dufy = diff 2nd_y(lx,ly,cy(9),£(9,:,: ),dy);
rhs{9,:,: ) = -dt*{(dufx+dufy+fTemp(9,:,: ));
return
diff 2nd_x
function fx = diff_2nd_x(lx,1ly,cx, f,dx)
for j=1:ly.
for i=1:1x,
if i»1
in = i-1;
else
in = 1x;
end
if i1<lx
ip = i+1;
else
ip = 1;
end
£x(1,1,3)=(£(1,ip,j)-£(1,in,j))/2.40/dx%;
end
end
fx=cx*fx;
return
diff 2nd y

function fy = diff_2nd_y(lx,ly,cy,f,dy)

for i=1:1x,
for j=1:ly,
if j>1
jn =
else
jn =
end

if j<ly
jp =
else
jp =
end
fy(1,1
end
end
fy=cy*fy;
return

j+1;
1;

,3)=(£(1,1,3p)-£(1,4i,dn))/2.d0/dy;
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ptridg.m

% peneyelesian matriks tridiagonal periodik

function [dm] = ptridg(am,bm,cm,dm, 11, iu)
ig=il+1;

ie=jin 1;

dm(il)=dm(il) /bm(il);

cm(il)=cm(il) /bm(il) ;
am(il)=am(il)/bm(il);

for i=is:ie
bm{i)=bm(i)-am(i)*cm(i-1);
dm(i)=(dm(i)-am(i)*dm(i-1))/bm(i);
dm(iu) =dm{iu)-cm(iu)*dm(i-1);
am(i)=-am(i)*am(i-1)/bm(i);
cm(i)=cm (i) /bm (i) ;

bm{iu) =bm(iu)-cm{iu)*am(i-1);
cm{iu)=-cm(iu) *cm(i-1);

end

ad=am(iu) +cm(in) ;

brm{iuw) =bm{iu}-ad*{cm{iu-1)+am(1u-1));
dm(in) = (dm(in)-ad*dm(in-1)) /hm(in);
for ibac=il:ie

i=1le-1ibac+1il;
din(i)=dm{i)-am{i)*dm{iu)-cm(i)*dm{i+1) ;
end
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Compact Finite Difference Method for Solving Discrete Boltzmann
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ABSTRACT

FFourth eompact finite difference (IFD) method for
solving two dimensional Discrete Boltzmann
Equation (DBE) for simulation of fluid flows is
proposed in this paper. The solution procedure is
carried out in Eulerian framework. BGK
(Bhatnagar—Gross—Krook) scheme is adopted to
approximate the collison term. The convective
terms are discretized using 4™ compact finite
difference method to improve the accuracy and
stability. Te semidiscrete equations are updated
using 4™ order explicit Runge-Kutta method.
Preliminary results of the method applied on the
Taylor-Green vortex flows benchmark are
presented. We compared the numerical results
with other numerical results, i.e. explicit 2" and 4"
FD, and exact solutions. The comparisons showed
excellent agreement.

KEYWORDS
Compact finite difference; Boltzmann; BGK; ;
Taylor vortex

LINTRODUCTION

In the last decade the lattice-Boltzmann
method (LBM) has attracted much attention in
the simulation of fluid dynamics problems.
Unlike conventional computational fluid
dynamics methods, which discretize the
macroscopic governing equations directly, the
LBM method solves the gas kinetic equation at
the mesoscopic scale, i.e. the discrete
Boltzmann equation with the Bhatnagar—
Gross—Krook (BGK) relaxation for the
collision operator. The BGK relaxation
process allows the recovery of Navier Stokes
equations through Chapman Enskog expansion
for low Knudsen number. .

In the gas kinetic theory, the evolution of the
single-particle density distribution function
f(t, x,e) which represents the probability
density of a particle with unit mass moving
with velocity €at point Xat time t, is
governed by the Boltzmann equation:
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i:)j—ﬁ+eo\7f=— ) Sl m
ot T

where f“is the equilibrium distribution and
7 is relaxation time. After discretizing the
velocity space € into various directions, the 2-
D Boltzmann equation for the wvclocity
distributon function f, may bc written as

i

discrete Boltzmamn equation.

(7, - 1)

T
The discrete velocity ¢, is expressed as:

of; )
—+e oVf =
at VY, (2)

(0.0)

e, =4 (cos8,,sing,) .8, :(i—l)%,iz 23,45

,i=1

ﬁ(cos g,,sin8,),6, =(i - l)%, i=6,7.89

8
p=1 (3a)
i—0
8
pu; =3 fie, s (3b)
i=0
o eu (eu) _M
S | e " 2¢8 2

with @ =4/9,0, =w, =0, =w, =1/9,

and @ =@, =@, =, =1/36.  The
pressure can be calculated from p = c_f £ with

of sound velocity ¢, =l/ V3 in lattice unit
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. . . iy T
and the kinematic viscosity of fluid is v = 5

Figure 1. Velocities in 2-D Laltice
Boltzmann model (D2Q9)

In Lattice Boltzmann method eq. (2) is solved
n the form of

f,(x+e,.,t+1)=f,.(x,t)+

—}(f,-(x,z)—f,-“(x,z)) @

using Ax=Ay=Af=1. The use of unit
square mesh elements is restrictive. Several
cxtension to the LBM have been devcloped to
overcome this restriction. Reference {1] used
finitc difference method (FDM) with 2
upwind discretization for convective terms. In
ref. [1] the FDM is extended to curvilinear
coordinates  with  non-uniform  grids.
Unfortunately the 2™ upwind makes the stencil
longer, so it is not easy to handle the boundary
condition. Reference [2] used FDM on non-
uniform grids. They used implicit temporal
discretization to improve the stability. Many
modified FDM were proposed to improve the
stability and numerical accuracy. Upwind
FDM suffers from large dissipation error and
standard 2™ suffers from large dispersion
error.  Speciral mcthod [5] offers exacl
differentiation but suffers from low flexibility
in treatment of boundary condition.

In this paper, the 4™ order compact FDM is
proposed to discretize the convective terms of
¢qg. (2). The method is preffered due io high
accuracy and flexibility [4]. For improving the
stability, the 2™ explicit Runge Kutta method
is used to integrate the semi-discrete equation.
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I1. DISCRETIZATION

The linear convective terms of equations (2)
arc discretized using 4™ compact finite
difference method:

l[%) +z(%) +1(§£) _
6\0x s 3\0x ), 6\0x k—u_
fk+1.l ‘H ./;’—A-J

24Ax

L[%] +z[%j L(Lj _
O\ S 3\ )y 6\ )y, (5b)
(fi)k.m - (-f‘z)kJ*I

2Ay

(52)

Az

Ay

k.I+1

k1.l k.| k1.1

k.J-1

Figure 2. Finite Difference Stencil

After discretizing the convective terms using
4 compact FD, we obtain semi discrete
equation of (2).

AR Vet
[ T

Then the time update is performed using
classical 4" explicit Runge Kutta method.

IIT. ANALYSIS OF DISCRETIZATION
The analysis of spatial and temporal
discretization are given in this section. For
simplicity, linear advective equation is takes as
example.

Ou  Ou
S50 xe [027]

u(x,0)=e™

M
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where a is velocity constant.

The exact solution of eq. (7) is easily
computed, and we have

u(x,t) =t (®8)

where £ is the wave number and @is angular
frequency. From the exact solution, we
obtained the exact dispersion relation:
w=ak. By subtituting the local solution

u"(x,t)=U1ei("'*"'"') to eq. (6), we obtain
the numerical dispersion relation [5]:

1.5sin(kAx)

5 ®
5 cos(kax)

ik"Ax =i

From the eq. (9), it can be seen that numerical
dispersion relation of 4™ compact FD has no
imaginair components, so it can be concluded
that 4" compact FD is conservative and has no
dissipation error. For acceptable dispersion

error Ik'Ax—kAx|S]0'z, we found that

k'Ax=1.0893. Therefore, the spatial grid
points per  wavelength  (PPW) is
PPW=27z/1.0893=5.7683.  From the
right term of eq. (9) the eigenvalues of 4"
compact FD can be calculated and they are
purely imaginary, covering
(~1.732a/ Ax,+1.732a/ Ax)

is
Kix

Figure 3. Dispersion error

¥,
==L 10)
5 = LU (
where L is the residual terms which contains
the spatial terms ol the governing equations.
By subtituting f; = /;(¢t)e" into eq. (6), we
obtain

%df' an
ot

Where f is the Fouricr coefficient, 7 =+/—1

,and A is complex number. The left terms of
eq. (I1) is expanded by using 4" explicit
Runge-Kutta  scheme to  obtain  the
amplification factor:

7+l
G=ff =1+(Z.At)+%(lAz‘)2 (12)

The stability condition requires that the
amplification factor must be bounded,

61 (3

3k uns(ab'e/'\ 2.828

B -

1 stable ., spectium

7 of thcompact FD

3
Eo

b

-2

A ~2.828

2 Al 0 !
/.Ram

Figure 4. The stability region in eomplex plane

The stability region in complex plane can be
seen in figure 4. The eigenvalues of 4" RK in
imaginary axis are covering
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(~2.828,42.828)Ar , the stability condition of
the fully discrete equation is
ait
CFL="=-<2828/1.732
A <2828 (14)
CFL<1.6328

CFL is Courant Friedrichs Lewy number.

IV. NUMERICAL RESULTS

‘The pertormance of numerical is tested by
application to 2 benchinark problems. The first
problem to be solved is 1-D linear convection
problem [3]:

Ou du
—+2r—=0, xe[02
AR ol velo27]

u(x’0)=esin(.r)
with periodic boundary condition

The exact solution to above equation is a right-
moving wave of the form:

u(x,t) — esln(x—zm)
and Ax=0.0982Ax=0,0491 Ax=0.024%,

Cenene Helyy (FLY S

et ate
a S [ S
L kDU xon

< 8 i € 4 st
Tme

Figure 5. Convergence History for linear conveclion
problem

<8

e

il 04" e

Lop,

Figure 6. Accuracy Order
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We compare the results with explicit 2" and
4™ order FD. We take constant Af=5¢—3

From figure 5, we can see that 4" compact FD
has the lowest error among the r methods. The
deeuracy owdets we i a good agieement wilh
theoritical results.

The second problemn w be sovlved is 2-D
decaying Taylor Green vortex flow probiem
[5]. The Taylor-Green vortex flow has the
following analytic solutions to incompressible
Navier-Stokes equalion in 2-D:

u, (e, 0,1)=-U, cos(/clx)sin(k_vy)e‘(k' o F

, (x,p.1)= z‘ t, c.us(/(yy)sin(/(,x)w'("’“"y'

¥

3 2
u,(x,y,t):—UTn cos(‘Zk,x)+[%'—] sin(Zkyy_)

¥

E-(‘.**v)"f -1

where U, is initial velocity amplitude, & and

k , arc the wave number in x dan y dircction.

Figure 7. Vclocity ficlds at (=2

We use 2-D system of size 32 x 32 with
periodic boundary condition in both directions.
The simulation parameters are U, =0.01,

k =k =2, A=0005 and 7=0.0018

The initial condition of velocity distributon
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function f; actually are unknown, it is not
easy how to generate consistent initial
condition of f;. Research for generating

consistent initial condition of f, is still in

progress [6]. In this paper, we use a simple
approach, we use the equilibrium distribution
function £, o intialize f;.

Figurc 8. Density distribution at £=2.

Figure 7 and 8 show the computed results for
velocity field and density at ¢ =2 ,

Numerical and exact solutions of vertical
velocity for ¢t =2 and ¢ = 150 are compared in
figure 8, showing excellent agreement.

0.01

0.008
0.008 /

-0.00

0.0041 { 4 |
0,002/
> 0
-0.002 t=150/
-0.004
-0.008 ¢ Exact
-0.008 — dMeompact FO

>«

Figure 8. Comparison of vertical velocily at =2 and
=150

We compared the vertical velocity error of 4®
compact FD with explicit 2" and 4% FD, the
comparisons show that 4® compact FD much
more accurate than 2™ and slightly more
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accurate than explicit 4™ FD. Figure 9a and 9b
show the comparisons.

16319 . T
— Compact FD 47 order
a4 -+ Explicit FO 2™ order
’ 7 — Explelt FO A" ordgt
12y / i

0.4

0.6

O i 3 3 g 3 3
X

Figure 9a.Vertical velocity error at =2 and y=3.043

5

8% 10 : .
s — Compact FO 4’;’orde[

/ i -~ Explient FD 2™ order i\

; \
4t/ L — Exphct FD 4“‘pmcq it
2} ! ;
0 i
-2 '
4 )

i

-8 !
8 i

9
-10

X
Figure 9b.Vertical velocity error al £=150 and y= 3.043

Figure 10 shows the evolution of averaged
error for 4™ compact FD, 2™ and explicit 4"
FD schemes. It can be seen that the averaged
error of 4" compact FD and explicit 4™ FD are
almost equal and the the averaged crror of 2™
FD scheme is higher than others.

e
..

e ComCast 47 FU

Eoviea IV HE

—— gkt 4" FOD

I T T T T I
Time

Figure 10. Convergence history of Taylor-Green vorlex
problem
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V. CONCLUSIONS

In this paper, we have presented a 4® compact
finite difference method for solving two
dimensional Discrete Boltzmann Equation.
The proposed method has been verified for the
1-D convective equations and Taylor-Green
vortex flows benchmark. The excellent
agreement with exact solution and results of
2" and explicit 4™ FD shows the excellent
accuracy and stability of the proposed method.
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